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.101 UN AL
DE

MATIIÉMATiailES
PURES ET APPLIQUÉES.

Sur les petites oscillations d'un corps flottant ;

Par m. Pierre DUHEM.

INTRODUCTION.

(domine la plupart des problèmes de stabilité de réquilibrc, le pro-

blème de la stabilité de Téquilibre des corps tlottants a été abordé par

deux voies bien distinctes.

La première de ces deux voies, ouverte par Lag^ange et rendue

absolument sûre par une belle démonstration de Lejeune-Dirichlet,

conduit à des conditions qui suffisent certainement à la stabilité de

l'équilibre ; elle consiste à indiquer on quelles circonstances le poten-

tiel total du système est minimum. Dans le cas où le ttolleur, soumis

exclusivement à la pesanteur, est immer<ré en un liquide pesant, bomo-

gène et incompressible, cette méthode a donné lieu, de la part de

Bravais, puis de M. Guyou, à de très élégantes démonstrations géonié-

inques. Dans le cas où les actions extérieures sont quelconques et où

le fluide est compressible suivant une loi quelconque, cette méthode

peut «ncore être suivie analytiquement jusqu'à la solution com|ilélc du

Jauni, de Malh. (ti* série), toiiif Vil.— Kasc. 1, 191 1.
'
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problème ('); elle ramène, en effet, cette solution au problème pure-

ment algébrique que voici : Exprimer qu'une certaine forme quadra-

tique de six variables est une forme définie positive: ou bien encore à

celui-ci : Exprimer qu'une certaine équation du sixième degré a

toutes ses racines réelles et positives.

Le second procédé propre à Tétude de la stabilité d'un flotteur est le

procédé dit des petits mouvements. Il consiste à supposer que le flot-

teur et le fluide sont animés d'un petit mouvement pendulaire el à

exprimer que la période de ce mouvement est nécessairement une

quantité réelle.

La légitimité de lomploi de ce procédé prête à des objections géné-

rales que nous ne voulons pas examiner ici, afin de nous borner à ce

qui concerne spécialement le problème des oscillations pendulaires

d'un flotteur.

Dans le cas où le fluide est homogène et où la pesanteur agit seule,

les équations qui régissent ces oscillations ont été formées et étudiées

par Poisson et par Duhamel ; mais, dans la formation de ces équations,

ces deux auteurs ont admis une supposition tout à fait inexacte
;
pour

calculer la pression qui s'exerce en chaque point delà surface du solide

que baigne le liquide, ils ont suivi les règles posées par l'Hydrosta-

tique; ils nont tenu aucun compte des forces d'inertie appliquées

aux divers éléments du fluide en vertu du mouvement de ce dernier;

de ce chef, donc, leur analyse est incorrecte. Chose bien digne de

remarque : Cette manière de traiter le problème de la stabilité d'un

flotteur, bien qu'elle ne soit pas justifiée en principe et qu'elle com-

porte une erreur incontestable au cours de son développement, fournit

les mêmes conditions de stabilité que la méthode justifiée par Lejeune-

Dirichlet el correctement appliquée par Bravais et par M. (îuyou
;

elle aboutit à la classique règle du métacentre

.

(') P. DuiiEM, De l'influence qu'un chargement liquide exerce sur la

stabilité d'un nai-ire [liullelin de l'Association teclinique ntarilime, ii" 7,

session (le 1896}; Condition nécessaire et suffisante pour la stabilité de

l'équilibre des corps flottants {^Procès-verbaux de la Société des Sciences

physiques et naturelles de Bordeaux, 7 jaiiyin- 1897); '^"'' ''^ stabilité de

l'équilibre d'un corps flottant à ta sur/ace d'un liquide compressible ( Jo trnat

de Malliénialiques pures el appli'iuées, 5° série, l. III. 1897. p. SSq).
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Clebsch a repris (') la théorie des petites oscillations pendulaires

qu'un solide pesant peut efTectuer lorsqu'il flotte à la surface d'un

liquide incompressible et pesant. Il a soigneusement signalé et évité

l'erreur qu'avaient commise Poisson et Duhamel. Il a obtenu de la

sorte des équations correctes, mais bien autrement compliquées que

celles dont ses prédécesseurs avaient fait usage. En exprimant que les

périodes de toutes les oscillations pendulaires sont réelles, il a été con-

duit à une condition qui ne concorde nullement avec celle que l'on

déduit de la méthode de Lagrange et de Lejeune-Dirichlet ; celle-ci

revient, en eft'el, au problème d'Algèbre par lequel on exprime qu'une

certaine forme quadratique est définie positive; celle-là exige la solu-

tion d'une question toute différente; il s'agit de trouver les conditions

nécessaires et suffisantes pour qu'une certaine équation transcendante

ait toutes ses racines réelles et positives.

Sans discuter plus profondément la nature et les causes de ce désac-

cord, Clebsch n'avait pas hésité à en conclure que la classique règle

du métacentre était inexacte. Cette conclusion, vraisemblable si la règle

du métacentre n'avait d'autre justification que la théorie de Poisson et

de Duhamel, ne saurait être admise du moment que cette règle est

tirée, par des raisonnements irréprochables, de la proposition énoncée

par Lagrange et démontrée par Lejeune-Dirichlet. Il nous faut donc,

de ce désaccord entre les résultats des deux méthodes qui ont servi à

étudier la stabilité d'un corps flottant, donner une autre raison; et,

dans ce but, il nous faut, tout d'abord, examiner ce désaccord plus

complètement que Clebsch n'a cru le devoir faire ; c'est ce travail que

nous nous proposons d'accomplir ici.

D'ailleurs, nous commencerons par prendre la question d'une

manière beaucoup plus générale que Clebsch ne l'a fait. Au lieu de

supposer le lluide incompressible, nous le regarderons comme com-

pressible suivant une loi quelconque, mais de température uniforme et

constante. Au lieu de supposer que la pesanteur est la seule force agis-

sante, nous admettrons que le fluide et le flotteur sont l'un et l'autre

soumis à des actions extérieures ncwionien/ics et dépendant d'un

(') Clebsch, Ueber das Gleichgewicht scluvimmender Kôrper (Cref/e's

Journal fur reine und angewandle MalliemaliL, Bd. L\ll, iSOo, p. 149).
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potentiel. Le système dont nous étudierons les petits mouvements aura

ainsi la même généralité que celui dont nous avons appris à former les

conditions de stabilité par la méthode de Lagrange et de Lejeune-

Dirichlet ; nous pourrons, par conséquent, comparer entre eux les

résultats auxquels nous conduisent ces deux méthodes.

De cette étude générale, il nous sera facile de repasser à celle que

Clebsch a poursuivie.

I. — Étude cinématique des petits mouvements
d'un solide flottant sur un fluide.

Nous garderons ici les notations que nous avons adoptées, en général,

en nos divers Mémoires sur la stabilité des corps flottants. Nous dési-

gnerons donc par l'indice 3 le solide, par l'indice 2 le liquide compres-

sible unique sur lequel il flotte, réservant l'indico i à l'espace vide qui

surmonte ce fluide. Sj, sera, à l'instant /, la surface de contact du

solide et du fluide.

Nous supposerons que, pour faire passer le solide de sa position

d'équilibre à la position qu'il occupe au temps t, il faille lui imposer:

1° Trois translations infiniment petites, /"( /), g((), Ji {t), respecti-

vement parallèles aux trois axes de coordonnées Ox, Oy, O;;
2° Trois rotations infiniment petites, /(/)» '"(')' ''(0? efTectuées

respectivement autour de ces trois axes.

Un point de ce solide qui, dans l'état d'équilibre, avait pour coor-

données a;,, y„, 3„, a, à l'instant /, des coordonnées a,^, :;, et l'on peut

écrire

.
a;— .r„=/(0-l-2o/«(0— Jo «(0-

(i)
' j- v<,= ^(0+^o"(0--3o i{t)^

i z -Zo = 'i(l)-^ro l{t)-Xom{t).

Le fluide et le solide doivent demeurer contigus le long de la sur-

face *23; on voit sans peine que, si l'on néglige les infiniment petits

d'ordre supérieur au premier, on peut exprimer cette condition de la

manière suivante :

En tout point (x^, y^, z^ ) de la surface .9oj te long de laquelle le

solide et lejluide confinent dans l'état d'équilibre, on a, quel que
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soit t,

(2) [/(0 + So»»(0-Jo«(<) — a(x„.j„,3o, 0]cos(N„,a7)

+ [,^(0 +Xort(0 — =0^(0 — 6{jr„.j„. =„. 0]cos(N„,j)

+ [h{t) ^ yj(t) —.z\m{t)— c(.ro. jo- -o- 0]cos(No,s) = o.

En cette égalité,

a(Xf,.y,,.z„.t), b{.i-,.y„. z,.t). c(,r„. j„. =„.

sont, à Uinstant t^ les composantes de l'élongation du point duJhude

dont les coordonnées, en l'étal d'équilibre, étaient x^, y^. ;„ ;

No est la direction de la normale menée au point (-v^^y^, ;„), ''/

vers l'intérieur du fluide, à la surface v.^,.

Le point du solide qui, dans l'état d'équilibre, occuperait la position

{^01 y 01 -o) sur la surface S23, occupe, à l'instant t, la position {x,y,z)

sur la surface s^^ ; si N est la normale en (.';, y, z), et vers l'intérieur

du fluide, à la surface 5^3, on a visiblement

; cos(N,^) — cos(No,a;) = cos(No, c)mt^) — cos(No,,)-) n{t).

(3)
' cos(N.7) — cos(N„.j) = cos(N„,a:) /i(0 — i-os(N„, :) t(t).

( cos(N,3) — cos(N„, c) =i:cos(iN„. j) /(O — cos(iVo. .i-)'"(0-

Dans ce qui va suivre, nous admettrons l'existence, au sein du fluide,

d'une fonction potentielle des élongations (* ) '\/(x,y, z, t), en sorte

que nous aurons, en tout point et à tout instant,

I

• o.r

} , , ,
d<li{j:, Y. z, t)

(4) 1 b{x,y.z.t)=--^^^ -,

&\'i.r.y.z.t)
c(x.y,z.t) = i

j-_
()z

Ces égalités montrent que, dans tout le fluide, '\^{.r, y, -, /) diflère infi-

niment peu d'une simple fonction de t.

(') P. DuuEM, Sur la stabilité et les petits mouvements des corps Jhtides,

égalité (11), p. 259 {.Journal de Mathématiques pures et appliquées, 5« série,

t. IX, igoS).
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La condition ( 2 ) pourra alors s'écrire

(5) [/(/) +c„/w(^)-r„«(0]cos(No,^)

+ [é'(0-l-^ro'i(0-=o/(0]cos(N„.y)

+ \h{l) + ro/(n - ^om(t)] cos(]N„. z) +
'^'^'''^'"'J^"'

^'"' ^^ =0.

Les formules (i) fournissent l'expression de la force vive du

solide.

Posons

:1|I= / dm,,

Jj,— / {yl -^zl)(lr/i,. J, = / (zl-j-.rDc/m-i. J;=: / (a^^ + r^)f//H3.

'j..r=
I
YnZ„dm3. P;., =

/ -o'o "''«j- '^u i = / -^'o Ju f'"' 3 •

(6)

l''>n ces égalités, c^m^ est une masse élémentaire du corps solide
;

{x„,yg, s„) est, dans l'état d'équilibre, la])Osition occupée par un point

de cette masse; les intégrales s'étendent tontes an solide entier tel

qu'il est disposé dans l'état d'équilibre.

Si l'on néglige les infiniment petits d'ordre supérieur au second, la

force vive du solide peut s'écrire

d/ \ ' df ' dt J dt\ " dl ~ dt > dt \ ' <ll
"^ dt )

dm dn du dt dl dm
~

-' = lïï H ^
•'"'di Ti

~ ''^'Tilï'

Remarquons de suite, comme conséquence de cette formule, (jue la
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forme quadratKjue en F, G, H, 1^, M, lN

(8.) r:; = ;ilt(F2+ G'H- H=)

-HJ^L^ + J,iM=-)-J,N--3P^;MN-2P,^NL-2p^yLM

csl uneforme déjinie posillve.

De l'expression (7) de la force vive ^, on tire sans peine Fexpres-

sioii des actions d'inertie auxquelles le solide est soumis à l'instant /
;

si l'on en effectue la réduction à l'origine O des coordonnées, ces

actions se réduisent à une force dont les composantes sont ^{t), r\ (/),

^(^), et à un couple dont les moments par rapport à 0>r, Oy, Oz
sontX(<), m,(/), v(/). En n'écrivant que les infiniment petits du pre-

mier ordre, on a

(9)
MO-

II. — Étude dynamique des petits mouvements du corps solide.

Soitlj(j;,/, z) la fonction potentielle des forces extérieures aux-

quelles le corps solide est soumis ; lorsque './, " sont les coordonnées

d"un point de la masse élémentaire rf;»^, cette masse est supposée sou-

mise à une force dont les trois composantes sont

dm i.

dm 3

.

ôx

ày

— dm^.
as

Les forces de ce g^enrc qui sollicitent le solide à l'instant t se rédui-



sent à une force, de composantes X((), Y(f), Z (/), appliquée au

point qui coïncide avec l'origine des coordonnées, et à un couple dont

les moments par rapport à Ox, Oy et O; sont respectivement P (/),

Q(0, R(/).

Soient X„, Y„, Z„, P„, Q„, Rj, ce que sont ces mêmes quantités pour

le corps en équilibre. En négligeant les infiniment petits d'ordre supé-

rieur au premier, nous trouvons sans peine six égalités dont la

première est

-n{l)
I ° d-Pa àvo ° 0.rl

dm-.

En cette égalité, toutes les intégrations s'étendent à la masse entière

du solide prise en la situation que ce solide occupe alors que l'équilibre

est établi.

Pour écrire les équations du mouvement du solide, on peut, à chaque

instant, faire abstraction de l'existence du fluide, à la condition d'ad-

joindre aux actions extérieures précédentes les pressions qu'à ce môme
instant le fluide exerce sur la surface mouillée du solide.

A chaque instant /, ces pressions peuvent se réduire à une force de

composantes X' (0? ^ (0) ^ (' '' appliquée au point O, età un couple

dont les moments prir rappoit à 0.r, Oy, Oz sont respectivemoni

P'(/), Q'(0>R'(0-

Formons, par exemple, X'(0-

Si W(.i:,y, z, l) désigne la pression au point ( .'•, >'. z) du fluide et à

l'instant/, nous aurons

(M) X'(/) =~ j \\{.r.y. z. <)cos(,^. ./^^/S.,-,.

l'intégration s'étcndantà la surface mouilii'i' du solide dans la position

iju'ellc occupe à l'instant t.
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La valeur de n(x,y,z, f) est donnée par la formule suivante :

où "Ç (p, T)c?m5 est le potentiel interne de la masse dm.^ du fluide de

densité p et de température T.

D'ailleurs, si l'on désigne par Y (x, /, z) la fonction potentielle des

actions extérieures auxquelles le fluide est soumis, on a ('), en tout

point du fluide en mouvement et à tout instant, l'égalité

' -I- >, V P ; -I- fJ

Posons

('2) o(p,T) T^p^p.T).

et nous pourrons écrire, en négligeant de noter la température T qui

est constante en tout point du fluide et à tout instant,

(.3) n(x,j,5.0=:-9[p(.r.v.c.<)]-p(a-.js:;.0[v(.r.j..-)-
^''^^y-'-^'l

Désignons par p„ ("C,J>', z) la valeur de la densité du fluide au point

(:r,y,z) lorsque l'équilibre est établi ; la différence

p(\r. r. :: t) — p|,(x, )', z
)

est, en général et au plus, un infiniment petit du premier ordre. Si

donc nous conservons seulement les termes finis et les termes infini-

ment petits du premier ordre, nous pourrons remplacer l'égalité ( i 3 )

par celle-ci :

(..',) n(.r.j-.c.O==-?[po(.r,.v..)]-[p^r,,....0-po(^..r.::)] ^3^P"^-'"--^'-;'^

ap(,(X. y, - )

— V(x./. ;)[p(.r, j. z.l) — p„(x./. :)j.

Cette égalité, à son tour et au même degré d'exactitude, peut évidem-

(') Sur la stabilité et les petits mouvements des corps fluides, Cliap. II.

égalité (33), p. 1-j'è {Joui nal de Mathéinnliques pures et appliquées, 5= série,

l. IX, i9o3).

Journ. de .\Idtlt. (5' série), tome VU. — Kasc. 1, lyii. ^



lO P- DUHEM.

ment s'écrire

(i5) n(a;,j, 3. =— 3[p(,(jr(,,.r„. :»)]
—

'^'(j"o-,yo. -o)po(-n-ro- =»)

+ V(a-„, r,„=o)

^ âpoU„. y,. :-o)

^
^ _ ^.^j _^

àp„(.i'„,y,.z,)
^ _ _ _^

r (JM-v^, )•„. Jo)

,

-po(.^'o-yo. ;»)
I

^^
(.r~x„)

dV(J-„. V„. 5„),
^

-^—53; (---o)J

+ Po(-i"o- .v„. ::„)
j^,

Mais, en tout point du (luide en équilibre, on a

MM£:Z:dl]^.V(..y.=)+C:=o.
^

f/p(.r. y, c)
V ^ /

(] étant une constante.

En outre, si l'on désigne par U^{x,y, z) la valeur de la pression au

point ("C, j, z) du fluide en équilibre, on a

(17) o[p„{.r.y.z)] + \\{.T.y. 2 ) + ( l] p„( J-. 7, ;) -f-n„(.r, y. z) =0.,

C étant la même constante qu'en Tégalité précédente.

La comparaison des égalités (i4) et (17) nous montre que, dans tout

le fluide et à tout instant, la quantité

cl^(x.y,z.t)

dl-

(') P. DuHEvi, Sur la stabilité de l'équilibre des corps flottants, Chap. I,

ég.ilité (38) (Journal de .Mal liémali(jues fiures et appliquées., 5' série, t. I,

1895, p. 127).

(') Ibid , égalité (Sq). p. 127.
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qui se réduirait à zéro si le fluide était en équilibre, est, en j^énéral et

au plus, un infiniment petit du premier ordre.

Les égalités (i5), (i6) et (17) donnent, en négligeant les infiniment

petits d'ordre supérieur au premier,

(18) ïïia-.y. z. t) — U„ij-„.yo. z„) -+-po(xo. j„. -=0) -

ôl-

En vertu de cette égalité ( iH), l'égalité (i i) devient, en négligeant

les quantités infiniment petites du second ordre,

(19) X'(<)r=— / n(,(xo,.v„. c„)cos(!Vo- 'f)''/-?23

— / n(,{xo. jo- -0) [cos(]N. .r) — cos(N„. x)] </s23

—
/ Po(-2^0: J'O. S») '

-^, 1- C COS( N„, .r) rf553.

En cette égalité, \(, a été mis pour V(x-„, r„, -„) ; les intégrales s'éten-

dent toutes à la surface du solide que le liquide baigne dans l'étal

d'équilibre.

En cet état, les pressions que le fluide exerce sur le solide se rédui-

sent à une force, de composantes X„, "^
„, Z'^, dont le point d'application

est en O, et à un couple dont les moments par rapport à Or. Oi-, Oz
sont respectivement P,',, Q|,, R„. On a

(20) X; = — / Il„(.t„, _) „. ;J cos(N„, .r) ds.^
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On a également

V„ = - / nj .r„. Y„. :„ ) cos ^ .\„, j) <;/.v,,3.

Z; — — / no(a-„..)-(,. --„)cos(N(,. ;)<-/«-,,.

en sorte qu'en vertu de la première éi^alité (i),

/ n(,(a.-„. v„. z„) [cos(N, ,r) — cos(N„. jr)] c/.Ç53= Y'„// (/) — Z'^m(t)

D'ailleurs, en l'état d'équilibre, on a

y„+y;:=o. z„-t-z; = o.

On a aussi

Y
/-diu-r n..„) /-duc^o.j,..,,)

.1 à)\,
"

J dz„
'

ce qui permet d'écrire

(21) / no(.r„.7„, So) [cos(]N, j;-) — cos(No. r)]cls,-i

^ninf '''^'';^-'"'
^'>>.->uinf ''''X°-'''

^"<.

Si l'on observe enfin que, dans l'étal d'équilibre,

les équations (10), (19), (20) et (21) donneront

(22) X(0 + X'(/) = -A,,/(0-A„g'(0 -A,3//(/)

— A,4/(0- A,5m(0 — A,5/((/)

-/"p„(^o, 7o. -„)[ ^^!i^fi^Ziliil^ + cj cos(N„,^V^,3.

Les coefficients A,y ont, en cette égalité et dans les égalités analogues,

les expressions que nous avions données en notre Mémoire Sur ta

.slahililf- lie l'équilibre des corpsJloUanls (') ; il faut avoir soin, tou-

(') Journal de McUhématùjues pures et appliquées, 5" série, t. I, i8(.)5,

pp. 1 55-1 09.
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tel'ois, de supposer nulle, en ces expressions, la densité du fluide i.

Selon le principe de d'Alembert, pour mettre en équations le pro-

blème du mouvement du solide, il suffit d'écrire que les conditions

d'équilibre de ce solide seraient vérifiées si ce corps était soumis :

1° Aux forces extérieures qui le sollicitent réellement
;

2° Aux actions de liaisons représentées par les pressions du fluide :

3° Aux forces d'inertie.

>fous obtenons ainsi six équations dont la première est

X{t)+X'(t) + i(t) = o

ou bien, en vertu des égalités (g) et ( 22),

(2?,) A,,/{/) + A,,, -(/) + \,Ji{()-h A,. /(/)H- A,5to(0 + A,c«(/)

cÙ" - ///- c/l-

+
/ ?o(.'o- ,i'o- =0 1

—^
fj^

i- ^ cos(N„. x) Cto53= o.

Le terme

et les termes correspondants qui figurent dans les cinq équations ana-

logues à l'équation (23) compliquent étrangement le problème.

Poisson, Duhamel et tous les anciens auteurs faisaient abstraction

de ces termes ; ils obtenaient ainsi des équations particulièrement

faciles à intégrer, car ces équations, où rien ne dépendait plus du mou-

vement du fluide, étaient simplement linéaires et à coefficients con-

stants. Celte méthode était entièrement illégitime, puisque les termes

négligés étaient du même ordre que les termes conservés. Clebsch a

très justement condamné cette théorie simplifiée.

Les termes négligés par Poisson et Duhamel dépendent des petits

mouvements qui animent le fluide. Mais on ne peut songera déter-

miner d'abord ces petits mouvements sans se préoccuper du mouve-

ment du solide, puis, une fois les petits mouvements du liquide connus,

à calculer le dernier terme de chacune des équations du mouvement

du solide. Les petits mouvements du liquide ne peuvent être détermi-
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nés indépendamment des mouvements du solide, car la condition (5)

doit être vérifiée, à chaque instant, en chaque point de la surface s.,^.

La détermination des petits mouvements du liquide et la détermi-

nation des petits mouvements du solide ne constituent donc pas deux

problèmes distincts qui puissent être traités indépendamment l'un de

l'autre ou résolus l'un après l'autre; elles sont liées l'une à l'autre

d'une manière indissoluble et sont l'objet d'un problème unique.

III. — Étude des petits mouvements du fluide.

Rappelons brièvement comment les petits mouvements du fluide

sont déterminés.

En tout point (x, y, r ) de la région de l'espace que le fluide remplit

en l'état d'équilibre, on a, à tout instant ('),

En tout point de la surface libre a qui termine le fluide au moment
de l'équilibre, on a

// étant la normale à la sui-face, dirigée vers l'intérieur du lluide.

En tout point de la surface invariable du vase qui contient le sys-

tème, on a

on

n étant la normale à cette surface.

Enfin, en tout point de la surface mouillée du solide en sa position

d'é(|uilibre, on a l'égalité (o).

La fonction |'^(a;,j, :;, /) 4- C/-] a, parrapport à.r, /, z, les mêmes

(') I'. I>illi;>i. Sur la stabililé et les pi-lils nidiivcnirnls des corps Jhi ides,

Chaj). III {.IcHirnal de McUtiéinaliques pures et apiilitjdces. .")" >>éiic. t. IX,

190.3, p. 28a). La constante C qui figure en cet écrit est c'ïïiale et de signe

contraire à celle qui figure ici.
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dérivées que la fonction l'(x,y, z, t); elle peut donc, comme celle-ci,

jouer le rôle de fonction potentielle des élongations; adoptons désor-

mais cette nouvelle fonction potentielle des élongations et continuons

de la désigner par l(x,y, z, t). Les équations (24) et (25) deviendront

tandis que les conditions (26) et (5 ) demeureront sans aucun change-

ment.

Lorsque nous adopterons cette nouvelle détermination de la fonc-

tion •^, nous ne devrons pas oubliei- à'ejfuœr la constante C aux pre-

miers membres de l'équation (?.3) et des cinq autres équations du

mouvement du corps solide.

Dès maintenant, examinons quelques questions.

En premier lieu, le fluide peut-il prendre un mouvement tel f]ue le

solide demeure immobile ?

Si le solide doit demeurer immobile, la surface .9.3 le long de laquelle

le fluide le baigne forme une partie de la paroi du vase; la condition ( 26)

doit être vérifiée en tout point de cette surface comme elle Test

en tout point de la paroi du vase. Les conditions (2^4 lus), (23 his)

et ( 2G) déterminent alors la fonction 'h et, partant, le mouvement du

fluide.

La pression n( ,r„, y„. z„, l) en tout point de la surface immobile s.,,,

sera, dès lors, donnée par l'égalité (18), où nous devrons effacer la

constante C et faire

Nous aurons donc

n(x„. }„. :„, = n„(.r„. /o, -0) + poi^^.yo. 3„) jj^i

Les pressions Il(.x-„, y,,, ro,/)fl">'^'''"^^tcUa(|ue instant, faire écpiilibre

aux actions extérieures (jui s'exercent réellement sur le ilotteur, comme

les pressions II„(.r„,jo,:;o) leur faisaient équilibre. Pour cela, il faut

et il suffit que la fonction .!>, déterminéepar les conditions précédentes'
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vérifie à chaque instant les six équations

./:Poi-*'o- Jo- -o) -jp
C05{N„. x)ds.:.3 — o.

j Po {a:,, yo. z,) ^''^<-^°^^^'»- "<> ^^
[j.„ cos(No. -^ )

- ^o cos(No. r)] ^-,3= o,

11 est clair qu'il n'en pourra être ainsi que dans des cas extrêmement

particuliers ; en général, le fluide ne pourra prendre aucun monve-

vement qui laisse le flotteur immobile.

En étudiant la stabilité de l'équilibre d'un flotteur, nous avons été

amené (' ) à imposer au système du solide et du fluide, à partir de

l'état d'équilibre, un déplacement virtuel composé de la manière sui-

vante : Le déplacement du flotteur est un déplacement quelconque; le

déplacement du fluide est ce que nous avons appelé un déplacement

associé au déplacement du flotteur.

Considérons, à l'instant /, le déplacement que le fluide et le corps

flottant ont éprouvé à partir de leur position d'équilibre, et deman-

dons-nous si le déplacement du fluide peut être regardé comme associé

au déplacement du flotteur.

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que l'on ait:

i" En tout point de l'espace occupé par le fluide,

û

( 27

)

? '
-f'- y- : ' )

— po{^- y- ' )
=

r-o[p,{.T,Y,:)]'

2° En tout point de la surface libre a qui terminait le fluide en équi-

libre,

{28) a{.v„,y„. :„. l)co-i(n.x) -h b(.To.yo. ;„. t)c.os(n,r)

dn

En ces conditions, est une Certaine forme linéaire i>t homogène des

(') P. DuHEM, Sur la stabilité de l'équilibre d'un corps flottant à la sur/ace

d'un fluide compressible, égalités (6) el {7) (Journal de Mathémalir/ues

pures et appliquées, 5" série, l. III, 1897, p. 894).
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six quantités /(/), g(l), h(t), l{l), m(t), n{t)\ les coefficients de

cette forme sont indépendants des variables x, y, z.

Une formule bien connue nous donne la dilatation infiniment petite

de la particule fluide dont un point, situé en (a;^, jk„, z„) au moment

de Téquilibre, est venu en (x, y, z) à linstant t. Cette formule est

ù(x.y. z. t) — po(~Co-.i'o- -0)

,Vda(xa.ra.Zf,.l) âb(x„. Va. Z(,. I) dc(Xf,. v„. z^.l)'\
= -Po(-o.j„..«)[- ^^r

+
^^

+
j^^ J-

D'autre part, on a

?(.(!• /•-) — po(-3?o-Jo-So)= -jj a(xn, yc, z^., t)

uz„

Ces deux égalités, jointes aux égalités ( 4^, donnent l'égalité

0(0-, y. z,t)- p„(.v. y. z) = ^ |^p«(.r„. .v„. =„) ^^ J

d r
,

É>(L(xo. v„. So- 01
^^^[po(.ro,r„,--.)

^^ J

d [ ,
d<l(j:o.yo,zo,t)]

-h^[po(x„.y„..„) jr^
J

qu'on peut écrire, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur

au premier,

(29) p(.r.y.;,0-?ol,r.,r.c)= _ |^p„(x. y. r.) -^^ ^ J

à r /
^à^(x. y. z. tj'\

^^|P"^'^'^'^^—J^^
I

•

d r M(.r. y. z,t)\

Les égalités (24 bis), (27) 61(29) exigeraient que l'on eût, en tout

point de l'espace occupé par la masse fluide,

à-6(x.y.z.t) _
(00, ^,

-5.

Journ. de Math. (6' série), tome Vil. — l-'asc. I. 1911. -^
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En vertu des égalités (4), la condition (28) peut s'écrire

à'\'{-Vo,yo. :-n. I) dy(JV>V£o) ^-5 = 0.
an an

D'autre part, les lois de l'Hydrostatique donnent

dn
+p„(^o,r„..„)

^^^
- o.

Ces égalités, jointes à Fégalité (26 his), exigeraient que la condition

(3o) fût vérifiée en tout point de la surface libre du fluide en équi-

libre.

La candilion (3o) représenterait donc la condition nécessaire et

suffisante pour quà l'instant t, le déplacement du fluide fût un

déplacement associé à celui du flotteur.

Si nous nous souvenons que 6 ne dépend pas de a;, ^, :;, la condition

(3o), jointe aux égalités (4), nous donne, en tout point de la masse

fluide,

,^ , d-a(x.y. z.t\ d'^bix.y. z,t) 0-c(jc. y. ;. i)
(01) -^ =: O. r-h = O. 4 = O.

dt- àt- of'

Ces égalités, jointes à la signification des quantités a, h, c, nous don-

nent la proposition suivante :

Pour qu'à l instant I te déplacement du fluide puisse être regardé

comme associé au deplarement du flotteur, il faut qu'à cet instant

chacune des particules fluides ail une accélération nulle.

Si, à tout instant /, le dé[)laceinenl du fluide était associé au dépia-

naenldu solide, nous dirions que le mouvement du fluide est un mou-
vement associé àu mouvement du flotteur. Pour qu'il en fût ainsi, il

faudrait que chaque particule fluide eût une accélération constamment

nulle ou, en d'autres termes, qu'elle se mût d'un mouvement rectiligne

et uniforme; mais un tel mouvement ne peut demeurer infiniment

petit, à moins qu'il se réduise à Timmobilité ; d'où cette proposition :

Pour que le mouvement du fluide puisse être regarde comme
AssooiK an mouvement du flotteur, il faut et il suffit que le fluide

demeure constamment immobile.
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Si la surface mouillée du solide est de révolution autour d'un certain

axe, et si le mouvement du flotteur se réduit à une rotation autour de

cet axe, le fluide pourra demeurer constamment immobile ; hors ce

cas, il n'est pas possible que le wouvement injinituent petit dit /lui de

et le mouvement infiniment petit du fiolleur soient associés l'un à

l'autre.

IV. — Mise en équations du problème

des petites oscillations pendulaires d'un flotteur.

Pour que les mouvements du flotteur soient pendulaires, il faut et

suffit que l'on ait six égalités de la forme

(32)

/ ( = î (
F sin 2 71 =; + F' cos 2 7:

g (^t)=z[G ^\M'ir.^+ G' cos 2 - =;

/' (0 U sin27t;j- -(- H' COS27:

t (O = £( I> sin2 7i77T + I.' cos2Tr7i^

i)i{t) ^ e i M sin 2 71
;

M' cos27r

« (<) = £( N siii2it— -+- N' cosaTTr

)'

(33)

et

{33 bis)

F, G, H. L. M. N

F'. G', . H\ L', M', N'

sont douze constantes, et s une quantité infiniment petite indépen-

dante de t.

Nous admettrons, en même temps, que le mouvement du lluide est

un mouvement pendulaire de même période T, ce (pii revient, comme
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l'on sait, à attribuer au potentiel des élongations la forme

(34) éix, y. z, t) = ÀW{x. y. ;)sin27:;^ +W'{x.y. =)cos27:;|; \,

où £ représente la même quantité infiniment petite, indépendante de x,

y, z, f, que dans les équations (32).

Si dans les équations (5), (23), (24 bis),(9.3bis) et (26) qui régis-

sent le mouvement du système, nous substituons les valeurs (32) et

(34 ) de /, g, h, l, m, n, ']>, nous obtenons des équations au sujet des-

quelles on peut faire les deux remarques suivantes :

1° Le premier membre de chacune d'elles est affecté du facteur £

qui peut être bifié
;

2° Ce premier membre est linéaire et homogène en sina-i:^ et

cos 27:=; pour qu'il soit nul quel que soit /, il faut et il suffit que les

coefficients de sin 2.~ = et de cos 2t: =, soient séparément nuls, en sorte

que chacune de nos équations se scinde en deux autres.

Nous obtenons donc ainsi deux groupes de conditions. Le premier

groupe, où figurent seulement la fonction W(x,y, z) et les six con-

stantes

(33) F, G, H. L. M. N.

est le suivant:

1° En tout point (x, y, z) de la région que le tluide occupe en l'état

d'équilibre, on a l'égalité

2" En tout point de la paroi immobile qui contient le fluide, on a

(36) :3- = 0'
an

3° En tout point de la surface libre a qui borne le fluide en équilibre,

on a
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4° En tout point de la surface s„ du flotteur que baigne le fluide

lorsque l'équilibre est établi, on a

(38) (F-t-3oM— yoiN)cos(No--a')+(G + ^oN-:;oL)cos(N„./)

-t-(H4-roL-.r.,M)cos(N„.3)+^

5° On a, enfin, six équations dont la première est

(39) A„F + A,,G H- A,3H + A„.L -h A.^M + A.^.N

_ ^ Tau F + M, M - M, N + / p„y'-cos(N„. ./) c/s,,^ r-, o.

La fonction W {x,y, z) et les six constantes

(ii/ns) F'. G'. H'. L'. M', N'

sont soumises à des conditions toutes semblables.

V. — Réduction du problème précédent

à un problème de calcul des variations.

Considérons, d'une part, l'expression

(8) 2r = 3ro(F»+G^+H^)

+ 2F(M,M - MyN) + 2G(M^N - M.L) + 2H(M^L - M^M)

H- JxL'+ JyM'+ J,N^- aPy.MN - 2P„NL - 2P^, LM

et l'expression

où l'intégrale s'étend à tous les éléments dxs, du volume 2 que le fluide

remplit en l'état d'équilibre.

Considérons, d'autre part, l'expression

(4.) ^ = A„F^+A„G^+A3,H^+A,,L-^-+-A35M^-l-A„iN»

-H 2A23GH + 2 Aj.HF -i- 2A,,FG

+ 2AuFL -+-2A,5FM +2A,6FN

-h 2A24GL H- 2 AjsGM -t- 2 AscGN

-H 2A,4HL -H 2A3,HI\ -H 2A36HN

-+- 2A5SMN -h 2A64NL + 2A„LM.
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et l'expiession

en laquelle la première intégrale s'étend à la surface libre a- qui ter-

mine le fluide en l'état d'équilibre, et la seconde intégrale au volume 2

que le fluide occupe en ce même état.

Comme nous l'avons remarqué, la quantité S est positive toutes les

fois que l'on n'a pas à la fois les six égalités

F r= O. G ;= O. H =: O.

L = o. M — o. N ~ o.

La quantité t est également positive, à moins que l'on ait, en tout

point (lu iluide,

-— = o. -— - o. —- =: o.
()> oy Oz

Nous pouvons évidemment considérer un déplacement du système

que nous nommerons le déplacement (£W) et que nous définirons de

la manière suivante :

i" Le solide éprouve une translation dont les composantes suivant

O j-, Oj', Oz sont
eF, eG, eH,

et autour des axes Ox, O/, O j, des rotations

£L, eM, ïN.

2° Chaque point du fluide éprouve un déplacement dont les com-

posantes sont
àW dW ()^

dx ày dz

En ces formules s est une quantité infiniment petite indépendante

de X, y, z.

Quelles que soient les six constantes F, G, H, L, M, N et la fonc-
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tion ^^, un tel déplacement sera un déplacement virtuel du système

s'il vérifie les conditions suivantes:

I
" On a

en tout point de la paroi immobile
;

2° On a l'égalité

(38) (F + =(,M— 7oN)cos(N„, x) + (G4-J7„N— --„L) cos(N„,y)

dW+ (H -I- joL — XoM)cos(No. s) + -T^ = o

en tout point de la paroi.

D'après ce que nous venons de voir, tout déplacement virtuel (eW)

qui ne se réduit pas à l'absence de tout déplacement fait prendre à la

quantité ( j-i- t_) une valeur positive.

Un premier déplacement virtuel (iW) ayant étédélini, on en obtien-

dra un second en multipliant par un même nombre A' les six constantes

F, G, H, L, M, N et la fonction W\ en ce second déplacement, la

somme (z 4- t) prendra une valeur A- fois plus grande que dans le

premier. On obtiendra donc aisément tous les déplacements virtuels

(eW) possibles si l'on forme tous ceux pour lesquels

(43) s + T = i.

Désignons par(£\V, ) tout déplacement viitnel (î^^) qui vérifie

cette condition (4^j-

Proposons-nous le problème suivant :

Chercher un déplacement virtuel (eW ,
") tel qur la somme

( ^+iî)

éprome une variation (Tordre supérieur au premier lorsqu'on

remplace ce déplacement virtuel par un autre déplacement virtuel

(eW'i), de même espèce que le premier^ infiniment voisin du

premier, mais quelconque d'ailleurs.

Soient

Cti) ôF, oG. m, 6L. oM, o\. o'F

les variations qu'éprouvent les six constantes F, G, H, L, M, -\ ot la
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fonction \' lorsqu'on substitue le déplacement (eW^^ au déplace-

ment (eW,).

Le déplacement (ïW,) doit vérifier les conditions (36), (38) et

(43) que, déjà, le déplacement (cW, ) vérifie par hypothèse; pour

cela, il faut et il suffit que Ton ait :

i" En tout point de la surface immobile du vase,

(45 —

—

-=o;
an

V
2° En tout point de la surface mouillée ^s,, du flotteur,

(46) (oF4- ^oO.Vl — JoâN)cOS(N(,,.i:)

-I- ((5G + .roôN— iîoôL) cos(No,y)

4- (ôH -)- jooL — •i'(iOiVl)cos(N(,. z) + ~~^T- =o;

3"

(47) ô(&-4-T) = o.

Nous voulons que ces conditions entraînent celle-ci:

(48) oC^-)-.Q)=o.

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit qu'il existe une quantité X,

indépendante des variations (44)? telle que l'égalité

(49) o'(^ + i2)->.ô(S-+-T)=o

soit une conséquence des seules conditions (4-^) et (^|fi).

Or. nous trouvons sans peine

(.ïo) -o^ =; ( A,, F + A,,G -f- A, 3 H + A,jL + A,sM -h A,6N)oF -4- . . .

.

(51) ioî- ==OlL-F-r- iVLM — MyN)oF+.. ..

( .)•.! - ol^ — - / p„ — .In
2 J on On an

v/^fpo) f d / (in' , ') ( (n' \ <) . ùw \
I

,/^ dpi \d.vy'' dx ) OyY" àj' I
' àzY" <)z

I
à / ddW\ d { ôoW\. ,) l f^o'I'M

t J„ ' \ or dx dy dy dz dz J
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Une intégration pai- parties, jointe aux conditions (45) et (4(J ), trans-

forme aisément l'égalité (53) en la suivante :

( 53 bis ) — 07 =—
j Po^ —;— ^/o- -1- oF 1 p^ 'J" cos ( Nj, a; ) fAjs + . . .

Moyennant les égalités (5o), (5i), (52) et (53 his)^ l'égalité (49)

devient

(54) JAiiF ^ A,, G + A,:,H -^- A.J. -+- A,;,M -h A.^N

— l Ton. F + M, M — M , N -4- Tpn *" cos ( N„, .r ) ds.A |
oF ~...

J \ o/i ail ' an

r\(Po(po)\' / dW\ d( dW\ àf ow\-\ .,..)

Vd
( rfstarr o.

Cette condition exige tout d'abord que la quantité

_ d-'o(oo)\ d , d^\ ai d^' \ à( d'\'W

ait la même valeur en tous les points du volume que le fluide occupe

au moment de lécjuilibre.

Su|jposons, en efifet, qu'il n'en soit pas ainsi, et montrons qu il en

résulte une contradiction.

S'il n'en élaitpasainsi, nous pourrions, et d'uneinfinitéde manières,

choisir une grandeur p telle que P prît certainement, en certaines

parties du système, des valeurs supérieures à/? et, en certaines autres,

des valeurs inférieures à p. Nous pourrions donc partager le volume 2

que le fluide occupe, au moment de l'équilibre, en deux volumes, con-

nexes ou non, u et a', qui posséderaient les propriétés suivantes : En

tout point du volume u^ P est au moins égal à p et, en certaines par-

ties de ce volume, P surpasse/? ; en tout point du volume a', P est au

plus égal à p et, en certaines parties de ce volume. P est inférieur à /).

Journ. de Math. (6- série), lome VII. — Fasc. I, 1911. 4



Cela posé, concevons une fonction /(x,/, r\ continue à l'intérieur

du volume 2, et douée des propriétés suivantes, qu'on peut lui assurer

d'une infinité de manières :

La fonctiony" est nulle en tout point où P est égal à p, positive en

tout point où P surpasse p, négative en tout point où P est inférieur à

p ; en outre, on a

(^56) / j d7s,^^ o.

Ces conditions entraînent les deux égalités

(07) jjrlti—i. jjdii = J.

OÙ J est une quantité positive.

Formons maintenant le problème de conductibilité de la chaleur

dont voici l'énoncé :

Le volume 2 que le fluide remplit au moment de l'équilibre est

occupé par un corps conducteur; en chaque point, le coefficient de

conductibilité est mesuré par le nombre ^^{x,y,z)-, chaque élé-

ment f/ôjo du volume 2 dégage dans le temps dt une quantité de

chaleur y rfûjo c//; enfin, le volume 2 est entouré de toutes parts de

corps non conducteurs de la chaleur.

La condition (56) permet qu'une dist'ibulion permanente de tem-

pératures s'établisse sur le corps conducteur. Soit s(j;, y, z) la tempé-

rature au point {x^y, z) lorsque cette distribution est établie. On sait

que l'on a, en tout point du volume (2),

^'^^
-di (°" d? )

-^
5yr ;h- )

^ ô}. i?" Tz)
=-'

et, en tout point des surfaces qui limitent le volume 2,

/-s àH
(39 —-0.

dn

Cette égalité (Sg) nous montre que nous pourrons prendre, en tout

point du système
0*1':=: fit.
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tx étant une quantité positive, infiniment petite, inclépendanli- de x, y,

z, en même temps que nous ferons

âF r=: o, oG=:o. oH =: o. oL =: O. ÔiVI =i O, ON ^ o._

Mais alors la condition 3 se réduira à l'ég^alité

que la condition (56) permet d'écrire :

(P —p)j du ->r
I
{P — p)jdu'=io.

Or cette égalité ne saurait avoir lieu ; le produit {P — p )y n'est négatif

en aucun point du système et, en chacun des volumes u et «', il existe

des régions où il est positif.

La condition (54 ) exige donc que la quantité P ait une même valeur

en tout point du volume 2; si nous désignons cette valeur par — aK,

K étant une quantité indépendante de x, y, z, nous pourrons dire que

cette condition (5 4) exige que Ton ait. en tout point du volume occupé

par le fluide au moment de l'équilibre.

(60) -j-^ p„-— H- — p,,
—- -h— po-— ) -r-/('t +K) = 0.

'/o,;

Introduisons cette condition (60) dans l'égalité (54); celle ci de-

viendra aisément, à l'aide d'une intégration par parties, et en tenant

compte de la condition (46),

(61)
I

A,,F + A,, G + Â.sH -h A,4L+ A,,M -t- A.^.N

— A ïdU. F + M-M - M, N -t- / p„( »r-(- Iv) cos( l\o, a:) *„]|âF +•••

—
/ p» -7- T3 /.Ol^ + k) —— d7 =0.
J

'^

\
on dn

I
(in

Il est facile de voir que cette égalité (61) exige qu'en tout point de
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la surface libre cr qui bornait le fluide au moment de l'équilibre, on

ait

(62) -_ AlJ-4-K) = o.
an dn

Imaginons, en effet, qu'en un certain point de la surface a, le pre-

mier nombre de celte égalité ne soit pas égal à zéro et qu'il y soit, par

exemple, positif; par raison de continuité, il devra exister sur la

surface a une certaine aire finie a, comprenant le poini considéré, et

telle que le premier membre de l'égalité (6 j) soit positif en tout point

de l'aire a.

Au sein du volume 2, nous pouvons d'une infinité de manières

construire une fonction continue /(a;, ^, :;) telle qu'en tout point de

l'aire a, y- soit positif, et que cette même quantité soit nulle en tout

autre point de la surface qui enclôt le volume 2.

Posons

a étant une quantité positive, infiniment petite, indépendante de x,

ào'i'
, -lie II

y, z. —5— sera nul en tout pomt de la surtace qui entoure le volume 2,

sauf aux divers points de l'aire a; aux divers points de cette aire a,

do^' • • f A- .1 1 1

.

•

—T— sera positii. INous pourrons évidemment adopter cette uetermnia-

tion de g^, à la condition de pi'endre en même temps

ôF=:o, ôG^^o, âH =: o, ôL:=o, oM = o. oN =: o.

La condition (Gi) se réduira alors à

J '
" \^0n On J

Mais elle ne pouira être vérifiée, puisque, en tout point de l'aire a, les

trois quantités

P»' T' T>
/(t-i-K. ——

' on dn dn

sont positives.

La condition (62) doit donc être vérifiée en tout point de la sur-

face a.
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La condition (Cii j se réduit alors à

U,,F -t- A,oG + A.jH + A.^L -i- A.jxM + A.^N

- >. \:M F -i- M;M — M , N + r p„ ( 'F -f- K ) cos ( N„, ./•
) ^/.v„,l ! oF + ...=: o.

Pour que cette condition soit vérifiée quels que soient oF, oG, oH,

oL, oM, oN, il faut et il suffit que l'on ail six é([ualions dont la pre-

mière est

(63) A,,F-t- A,,G-t-A„ll+A,4L + A,.,M + A,„IV

- "/. [,»ll F H- M-M - M, N -H
^

p„i »I' + k) cos(No. .r) t^/i^l = u.

Les équations (60), (G2) et (63) sont donc requises pour que la

condition (54) soit vérifiée; qu'elles soient en même temps suffisantes

à cet effet, c'est ce qui ressort de la marche même de la démonstra-

tion.

Ainsi, pour que les six quantités F, G, H, L, M, N, Jointes à la

fonction \' {x^y^z)^ soient une solution du problème posé, il faut

et il suffit qu'il existe deux constantes K et k telles que les équa-

tions (60), (62) et (63) soient vérifiées, et que la condition. (^'i)soit,

en outre, vérifiée.

A ce premier théorème, nous allons en adjoindre un second :

Une solution

F, G, H. L. M. N. W{.r,y,z)

du problème posé fait prendre une valeur déterminée à la somme

(^4- i2}; cette valeur est é^ale à la constante A qui correspond à

cette solution.

En effet, l'égalité (63), comparée à l'égalité (4i) et à l'égalité (8),

donne aisément

(64) '^ = >.&-t-A ^ po(W-i-K)| (F -(---oM — v„N)cos(N„,./-)

+ (G 4-.rnN — 3„ L)cos(IVo. r)

-h (H -f-,V(,L — .r„M)cos(N„. :)1 (/.?,,,.
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De même, en vertu des égalités (60) et (62), l'égalité (^-2) devient

r dw
J^ an

A l'aide d'une intégration par parties, et en tenant compte de léga-

lité (4o) et de la condition (3G), cette dernière égalité devient

(65) .Q = >.r+X^po(W + K)^rf5,3.

Si l'on tient compte de la condition (38), les égalités (G4j et (65)

donnent

(66) 3 4-i2 = X(& + T)

ou bien, en vertu de l'égalité (43),

(67) ^+<i=:/.,

ce qui démontre la proposition énoncée.

Imaginons maintenant que six quantités F, G, H, L, M, N et une

certaine fonction W{x,y, z ), assujetties aux conditions (36) et (38),

mais non pas à la condition (43), puissent être associées à deux con-

stantes K et A de telle sorte que les équations (60), (62)et( 63 ) soient

vérifiées. Voyons quel est le problème dont nous obtenons ainsi la

solution.

Les équations (611), (62) et (63) sont toujours les conditions néces-

saires et suffisantes pour c[ue l'équation (54) soit vérifiée par toute

variation

oF, oG. oH, oL. oM. oN. 0I'

qui satisfait aux conditions (45)et(46); et cette égalité ( 54) elle-même

n'est qu'une forme plus explicite de l'égalité

(49) o^(^-Hi2)_>â(S? + r)=:o.

JJ'autre part, les équations (60), (62), (63), jointes aux condi-
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tiens ( i6) et ("Î8 ), ciUrainenl, comme nous venons de le voir, léga-

lité

(66) 3^0 — /.(r -t-T) =o.

sans qu'il soil nécessaire de tenir compte de légalité ( 43).

Des égalités (49) ^^ (^6) résulte celle-ci :

(67) (S7-t-T)o(t+.fi)-(^^î2)a(2r+7) = o

qui peut encore s'écrire, puis({ue (?~ ^ -.) est une rpiaiitité essentielle-

ment positive,

. 3 — i >

-è^ := O.

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :

F. G, H, L, M, \, W{^j;,y, z) élarU assujetlis neuLcrnuiil aux

conditions ( 3G ) et (38), on cherche à déterminer ces quantités

de telle niariicre qu'en épi'ouvant des variations infiniment petites.

„ . i> -^ j . . . „ .

elles imposent au /apport ^
^

_" it/ie rariation infiniment petite

d'ordre supérieur au premier. Il faut et il suffit pour cela que

l'on puisse adjoindre aux quantités F, G, H, L, M, j\, W{x, y, z)

deux constantes A et K. telles que les équations (60), (62) et (63)

soient rérifiées; A est préi-isém.eiil la râleur qw prend alors le

'1 — il
rapport -^

Comparons maintenant :

L'équation (60) à l'équation ( i?);

L'équation (62 ) à l'équation (37);

Les équations <'63) aux équations (39 ).

Nous constatons que les é(|uations de ia première colonne se tirent

des équations de la seconde colonne [)ar sulistitution de ( M' -i- K ) à ^["

et de A à
4i^

•

1) autre part, le niou\ement pendulain' du lluide et du llotleur cpie
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l'on obtient en faisant

(68)

f(t) =:£Fsin27r=> l(t) =:£L sin27:Fpj

g{l) z=:lG i\niT^=i m(/) =r îM sinaTlfs'i

h{t) =£Hsin27r = > n{t) =£i\ sin2Tr=)

<i^{x. y, ::. ^) := î1''(-ï". V. ^) sin2 7:;
T

ne change pas si l'on y remplace W (x, y, z) par la somme

[W(a;,y, c.H-KJ,

où Iv est une quantité indépendante de a?, v', :;, puisque les composantes

de l'élongation en un point quelconque du fluide sont

a{3r,y,:. t) —
jj

siii2 7r^.

(69) ^i>i^.y...n=- ''^'-;,-/-'' su,..i,

c(j^.y, z,f) = -

dW{.i\ y.z) . t

Te ""•'•T-

Nous pouvons donc énoncer les propositions suivantes :

1" Toute solution de l'un ou de Vautre des deux problèmes de

variations que nous avons considérés détermine un mouvement

pendulaire possible du flotteur et du fluide: ce mouvement est repré-

senté par les formules (68) et (69), et la période T en est donnée

par la formule

(70) T=2£.

2" Tout mouvement pendulaire du solide et du fluide, représenté

par les formules (68) et (69), fournit une solution du second pro-

blème de calcul de variations ; en celte solution la valeur de la con-

stante \ est donnée par laformule

(-obis) l=2L..
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3° Un mouvement pendu/aire du flotteur et du fluide, représenté

par les formules (68) et (6r)), fait prendre à la somme (S: -j- -.
) une

certaine valeur positive B". Si l'on pose

'-')

F,*|.
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Considérons un déplacement virtuel quelconque du tlotteur, dépla-

cement caractérisé par des valeurs déterminées des six quantités F, G,

H, L, M, N et par Lin facteur infiniment petit t indépendant de x,y, z.

Considérons, en même temps, un déplacement de la masse fluide

associé à ce déplacement du solide; soient, en ce déplacement,

(72) àx^=zi. oy=z£-t). oz^tt.

OÙ H, Tj, V sont trois Fonctions finies et continues de x, v, s, les compo-

santes du déplacement du point qui se trouvait initialement en (a;,y, s)
;

soit

la variation de la densité au même point.

Pour qu'un tel déplacement soit un déplacement virtuel compatibb'

avec le déplaciMnent du solide, il faut :

1° Que le contact demeure assuré entre le fluide et la paroi inva-

riable qui le contient, ce qui exige, en chaque point de cette paroi,

l'égalité

(74) £cos(«. j:) H- Y) cos(/i. y) -)- J coi(/i, ;) rr o;

2° Que le contact demeure assuré entre le fluide et le flotteur, ce qui

exige, en tout point de la surface 8^3 le long de laquelle le flotteur en

équilibre est mouillé par le fluide, l'égalité

(7.0) (F -f- :„M — j„.N— ;)cos(N„,j;) -(- (G -t-o^o^"— -oL — r,)cos(N„.^)

-T fH-f- v„L^ .7„M^n ros(N. z) — o.

Ce déplacement virtuel, compatible avec le mouvement du solide,

sera associé à ce déplacement si l'on a :

i" En tout point (x, y, z) du volume 2 (jue le fluide occupe au

moment de l'équilibre. réi;alité

(76) n

dpi

" l",M tout point de la surface libre <7 qui borne le fluide en équi-
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libre, l'égalilé

(77) t, cos(rt, x) + f\ cos( n.y) + Çcos(«, 3) = -rrr-

JT,

En ces deux égalités, Z est une même quantité Unie, indépen-

dante de X-, y, z.

Cette quantité S est une forme linéaire et homogène des six

quantités F, G, H, L, M, iN, J'urnw dont les coefficients sont déter-

minés lorsque l'état d'équilibre du système est connu.

Nous avons, en efï'et, l'identité

J., \
'J-'' ".' '^" J

-t- / pli [4 cos( n. .r) -H -f) cos(«. y) -t- Ç cos(/i, z)\ ds — o.

OÙ la première intégrale s'étend au volume occupé par le fluide au

moment de l'équilibre, et la seconde à toutes les surfaces qui enserrent

ce volume. En vertu des égalités (73), (74)) (73), (7<j) et (77), celte

identité (78) devient

(79) / /\, '
, drs,- f-E^dAl^^^'

' / d- o ( p„ ) ' / ^ )

'loi J^ <>'< /

F / po cos(No, *) f/^ss + G / poCos(No, r) f/.«23

H- H
^

p„cios(No, z)dsii

-H L / po[joC"* N„, c) — ^oCos(N„,_y)|^,V23

-t- M
j

p„[C(, cos(No,.^-) — ./•oCOs(N,„: )]r/Ss3

H- N / p„|^-„cos(N„,jj— j„cos(N„,.r)|r/.ç,3.
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Admettons désormais, comme l'exige la stabilité du fluide{ '

), que

l'on ait :

1° L'inégalité

(80) ^î|^>o

pour toutes les valeurs que prend p^ «" ^t'in. du fluide en équi-

libre;

2" L'inégalité

ày
(8.) 3-<o
^ an

en tout point de la surface libre du fluide en équilibre.

Le coefficient de S en l'égalité (7<)) sera, alors, une quantité posi-

tive, et connue lorsque l'état d'équilibre du système est déterminé; la

proposition énoncée sera ainsi démontrée.

Parmi les déplacements virtuels du fluide, associés à un déplace-

ment donné du solide, il existe un et un seul déplacement dépendant

d'un potentiel des élongalions.

Pour établir ce théorème, nous nous servirons d'un leninie, qui est

une des propositions essentielles de la théorie de la chaleur, et dont

nous avons fait usage au paragraphe précédent; ce leuime est le sui-

vant :

Si a(x, y, z) est une fonction continue de x, y, z, donnée en tout

point du volume >., et b une quantité connue, variable d'une manière

continue le long de la surface s qui limite ce volume; si, en outre,

ces quantités sont liées entre elles par la condition

(82) / a dTSï-\-
I
bds=:o,

il existe une infinité de fonctions W qui satisfont à la condition

(') p. Dl'iiem, Sur la slaltililé de t'équilibre d'un corps ftollant à la

surface d'un liquide compressible, inég:ililé» (4) el (5) {Journal de Malhé-

matiques pures et appliquées, 5" série, t. 111, 1897, p. Sga-SgS).
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en tout point du volume 2, et à la condition

(84) PoÇ-^b
'^ dn

en tout point de la surface limite s.

Toutes ces fonctions se tirent de l'une d'ellps par addition d'une

constante arbitraire.

Cela posé, supposons qu'un déplacement du fluide, associé au

déplacement du solide, dépende d'une fonction potentielle des élonga-

tions £^': nous aurons

^^'^ — -d^' ^'=-^' ' = -17-

Les égalités (yS) et (76) nous montrent que W vérifiera, en tout

point du volume 2, une équation de la forme (83), à condition de

prendre

(86)
d'o(p„)

dol

Les égalités (85_), ("'ij, (7J) et (77) nous luuiitrcut qu'en tout

point de la surface qui limite le volume 2, W véiifiera une équation de

la forme (84), à condition de prendre

(87) 1,^0

en tout point de la paroi immobile:

(88) è = — po(F H- z„\\ — y„N ) cos(N„, x) — po(G -f- .roN — 5„L ) cos(N3,_y)

— P(,(H+j„L — a;oM)cos(IV„. ;)

en tout point de la surface s.^^ ; enfin

(89) ^=-||
an

en tout point de la surface 7.

L'égalité (79) nous montre, d'ailleurs, que ces valeurs de a et de b

vérifient l'égalité (82); il existe donc, pour chaque ensemble de valeurs

de
F, G, H, L, M. iN,
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une infinité de fonctions W qui satisfont aux conditions imposées;

toutes ces fonctions se déduisent de Tune d'entre elles par addition

d'une constante arbitraire, en sorte qu'elles correspondent toutes, en

vertu des égalités (8ï), à un même système de valeurs de ^, •/], L, et

qu'elles définissent toutes un même déplacement virtuel du fluide (').

Ainsi, parmi les déplacements virtuels du système que représente le

symbole ( sAA' ), il existe des déplacements où le mouvement du fluide

est associé au mouvement du flotteur; nous désignerons ces derniers

déplacements par le symbole (sA). A tout déplacement du flotteur

correspond un et un seul déplacement ( s A).

Considérons maintenant :

i" Un déplacement (sW) quelconque, défini par six valeurs arbi-

traires de F, G, H, L, M. N et par une fonction W(x\y, z );

1° Un déplacement du fluide, défini par trois fonctions ;, r,, Z, et

associé au déplacement précédent du solide.

Les identités

dn
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(
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dol

d ( £]£\ _ ^
àz (

P° àz ) rf'tpipo)
rfm.

(93) S =22

\ dn /

J1

./ct,

Les égalités (7^) el ( "4) nous donnent

fJlpn;) (J(pn^) <^(pnO _ _.

/^j: dy dz d - O ( po )

En vertu de cette égalité et de l'égalité (77 ), Texpression ( c,3 )
de -s

peut s'écrire

.niAl. ^"
f^s V" dz

d^y

^m.

+ ( -rr -l-Ç) cos(«, ;) rfo .,

Observons maintenant :

I" Qu'en tout point de la paroi immobile, on a, en vertu des éga-
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lités(36)et (74),

(- i cos(rt, x) 4- ^r— -I- ï) cos(«, >) ~ — h- « cos(n. 3) =r o
;

2° Qu'en tout point de la surface mouillée .5,3 du flotteur, les éga-

lités (38) et (73) donnent une égalité analogue.

Nous trouverons sans peine que l'on a toujours

ce qui réduit l'égalité (90) à

(94)
o^5^.A.

Nous savons que Z est une forme linéaire et homogène des six quan-

tités F, G, H,L, M, N. Dès lors, moyennant les inégalités (80) et(8i)

et l'égalité (91), 5 est une forme quadratique définie positive des six

quantités F, G. H, L, M, \ qui définissent un déplacement arbi-

traire du corps solide.

En vertu des inégalités (80 ) et ^ 81 ), la quantité A, définie par l'éga-

lité (92), ne peut jamais être négative: pour qu elle soit nulle, il faut

et il suffit que l'on ait :

1° En tout point du volume 2, légalité

d I dW\ d / dW\ à / dW\ _ 1
ôT- V' J7'^dT- [•' 'dyi'"à'=[^'''dJ)- d'-oipo)

-

2" En tout point de la surface t, l'égalité

dW_ 1_
an " rA

Ce sont précisément les condition'; par lesquelles on exprime que le

déplacement du fluide, où W joue le rôle de fonction potentielle des

l'Iongalions, est associé au déplacement du solide. Nous pouvons donc

énoncer la proposition suivante :

Nulle en tout déplacement (£ A), la quantité iR. est positive en tout

déplacement { £ W)o« le déplacement du fluide n'est pas associk au

dcplaci'ment du flotteur.
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L'élude do la stabilité de l'équilibre, suivie pai' la méthode de

Lejeune-Dirichlet, nous a conduits à la proposition suivante (') :

Pour que te potenlifl d'un sy.slèinc foniiè p/ir an /luide el un

Jlollcui- .suhdc SOI/ niininiiini dans l'étal d'cfiiiiiihre, il est néces-

saiit' cl sufjisanl d'adjoindre aux inégalilès (So) el (Si) la candi-

lion suivanle :

La somme (^+ F), </«/, csl une forme quadratique des six quan-
tités F, G, H, L, M, N, est définie positive.

Nous allons démontrer le théorème suivant :

Cette condition est, en même temps, nécessaire et suffisante

pour que le rapport -^—^ ne puisse prendre que des valeurs posi-

tives.

L'égalité (94) nous permet, en effet, d'écrire ce rapport sous la

forme

Comme la quantité ai ne peut être négative en aucun déplace-

ment (eW), on voit que, si la somme (^-1- f) est une forme délinie

positive des quantités F, G, H, L, M, N, ce rapport ne prend assuré-

ment que des valeurs positives.

D'autre part, si un système de valeurs non toutes nulles des six

quantités F, G, H, L, M, N pouvait faire prendre à la somme (^-h 5)

une valeur nulle ou négative, comme le déplacement (s A) qui corres-

pond à ce système de valeurs annule X, il ferait prendre au rapport

considéré une valeur nulle ou négative.

Selon l'égalité (<J6), toutes les valeurs que peut prendre la (piantité X

se trouvent parmi les valeurs que |)eut prendre le rapport ~j—^- On

peut donc énoncer la proposition suivante :

Si la somme {^+ 5), qui est une forme quadratique des quan-

(' ) y. Dlheh, .S'(//- la stabilité de l'équilibre d'un corps Jloltanl à tasurface

d'un liquide compressible (Journal de Mathématiques pures et appliquées.

5" série, l. 111, 1897, P- ^gt))-

Journ. de Malh. (6' série), lorne \ll. — l'J--c. l, i.|ii. "
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lités F, G, H, L, M, i\, est déjinie positive, les petits mouvements

pendulaires du système ont tous des périodes réelles et finies.

La méthode de Lejeune-Dirichlet et la méthode, moins sûre,

des petits mouvements conduisent donc, l'une et Vautre, à cette

même conclusion :

Pour qu'un système formé d'un liquide compressible et d'unjlot-

teur soit en équilibre stable, il suffit qu'en, l'état d'équilibre, la

forme (^-l- c) soit définie positive.

Dans le cas où la forme (^+5) est susceptible de prendre des

valeurs nulles ou négatives, la méthode de Dirichlet ne nous permet

pas de nier la stabilité de l'équilibre du système; la méthode des

petits mouvements, même si l'on eti admet la légitimité, n'autorise

pas davantage un pareil jugement tant qu'on la présente sous la forme

qui lui a été donnée ici; mais l'adjonction d'un nouveau postulat va

nous fournir des conclusions plus complètes.

VII. — Comment la théorie des petits mouvements démontre que

la condition précédente est nécessaire pour la stabilité de l'équi-

libre du système.

Considérons le rapport
^-

II est la somme des deu.\ lapports —^^ et —^-f--

Si nous nous reportons à l'expression (8) de &, à l'expression (4o)

de T, nous voyons que la somme (t + Sr) est essentiellement positive

ou nulle; l'expression {!\-i ) de ù, jointe aux inégalités (8o) et (81),

nous montre que la (piantité O ne peut, non plus, jamais êti'e néga-

live; le rapport —^^ ne peut donc jamais être négatif, en sorte ([u il

admet une limite inférieure positive ou nulle.
•3) ))

Le rapport ^
"^
^ ne peut, en valeui' absolue, surpasser le rapport-^;

mais ^ est une forme quadratique des six variables F, G, H, L, M. N,

et r est une forme quadratique définie positive des mêmes variables;

la valeur' absolue du rapport i; admet donc une limite sup(''rieure; il en
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est de mènip de la valeur absolue de ""

^ ^ en sorte que re dernier

rapport admet assurément nue limite supérieuie et une limite infé-

rieure.

î^e rapport ^—^' somme de deux (juantités dont clianinp admpi une

limite inférieure, admet lui-même une limite inférieure.

Ce point acijuis. voici le postulat que nous formulerons et admet-

trons :

Le iripport ^' "_"
. qui rst liiinlè iiiférii-iin-iiH-it. al Ici ni sa /mut/'

inférieure pour des déterni inations convenablement rhoisiesdes su:

quantités F, G, H, L, M, N et de la fonction T( r,/, z).

La limite inférieure de ^—^ est, alors, pour ce rapport, un mini-

mum. Selon la théorie des minima, lorsque Ion donne à F, G, H, L,

M, ?S, W des déterminations qui correspondent à ce minimum.

l'égalité

(67) (&-)-T){o^-(-oi2) -(,^-Hi2)(o&-i-o-:)=o

est vérifiée quels ipie soient oF. o( i. oH. iL, oM. cN. oT. ( ".ette valeur

minima de ^

—

- est donc une des valeurs que peut prendre la quan-

tité A. D'ailleurs, selon Tés^alité

(66) À = >r _ ,

elle est la plus petite de ces valeurs. D"où le théorème suivant :

La plus petite des quantités X est égale à la limite inférieure des

3 -H ii
valeurs du rapport %——V-

Or. à la tin du paragraphe précédent, nous avons établi ces propo-

sitions :

1° Si la forme ( ^+ Ç ), quadratique en F, G, H, L, M, N, est une
3) _l_ o

forme définie positive de cessix variables, le rapport ^--j-^ est toujours

positif;
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2° Si la forme (^-f-f), incapable de devenir négative, peut s'an-

nuler sans que les six variables F, (», H, L, M, N soient toutes égales

à zéro, le rapport 4:
—

z n*^ P^"^ '^"'^•'^ négatif, mais il peut s'annuler;

3° Si la forme (^-1- e) peut prendre des valeurs négatives, il en est

S) _|_ < )

de même du rapport ^g—^•

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :

Si la somme ('^-h c) n'est pas une forme définie positive des six

rariables F, G, H, L, M, N, la plus petite valeur de A est nulle ou

nésati\e; les équations des petits mouvements pendulaires du sys-

tème pe.ment être vérifiées par une valeur infinie ou imaginaire de

la période, et l'équilibre du système ne peut pas être stable.

Cette dernière partie de la conclusion suppose, bien entendu, que

Ton admette la légitimité du critère de stabilité déduit de la théorie

des petits mouvements.

VIII. — Détermination approchée par défaut de la plus longue

période que puisse affecter un mouvement pendulaire du
système.

Imaginons désormais que la forme quadratique (^4- P) soit définie

positive; le système est en équilibre stable et tous les petits mouve-

ments pendulaires ont des périodes finies et réelles; chacune de ces

périodes est d'ailleurs une simple valeur absolue, non affectée de

signe.

Si T, est la plus longue de ces périodes, le rapport %^, qui est la

plus petite valeur A, que puisse prendre la quantité X, est égal à la

plus petite valeur qu'un mouvement (eW) puisse faire prendre au
S) _|_ O

rapport ^—^'- Le mouvement (eW ), (|ui fait prendre à ce rappoil la

valeur minimum A,, est toi lué par l'ensemble des (juantités F,, (î,, 11,,

L,, M,, N,, W f{.i:
, y , z ) ijui, multipliées pai- £sin2 7:;p-. représentent

les éléments d'un petit mouvement pendulaire de période T,.
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Ce moiivemenl (ï W) qui rend minimum le rapport ^
"

est-il un

mouvement (£ A)?
S'il en est ainsi, le mouvement pendulaire de période T, du système

entier se compose d'un certain mouvement pendulaire infiniment

petit du solide et d'un mouvement pendulaire infiniment petit, associé

au précédent, de la masse fluide. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il

suffit, d'après ce qui a été démontré au paragraphe 3, que la surface

immergée du solide soit de révolution autour d'un axe et que son

mouvement se réduise à une oscillation autour de cet axe; dans ce cas,

d'ailleurs, le fluide est immobile.

Dans le cas donc où la surface immergée du flotteur est de

révolution autour d'un axe et où le mouvement pendulaire de plus

longue période T, se réduit à une oscillation au toui' de cet axe, le

rapport -=^ est égal à la plus petite des valeurs que les mouve-

ments (z X) fassent prendre au rapport ^—^•

Hors ce cas, le mouvement (s W) qui détermine le minimum A, du

3 H- il!

rapport -ë:—^ n'est assurément pas un mouvement (^A); la limite

inférieure des valeurs que les divers mouvements (£ A) peuvent faire

prendre à ce rapport est assurément supérieure à X,. Ainsi, lorsque

les conditions précédentes ne sont pas vérifiées, la limite inférieure

des valeurs quun mouvement (eA) puisse faire prendre au rap-

port -^

—

- est assurément supérieure à la quantité A,.

Si l'on désigne par ( ^—^ j
la limite inférieure des valeurs

j) _i_
< )

qu'un mouvement (eA) puisse faire prendre au rapport-^—t ''^

par \„ la râleur absolue qui détermine Végalité

la quantité^ „ sera au plus égale et, en général , elle sera inférieure

à la plus longue période T, des mouvements pendulaires dont le

système est susceptible.

L'égalité T, = T^ est réservée au cas où la surface mouillée du
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flotteur est de révolution autour dun axe et où le mouvement pendu-

laire de période T, se réduit à une oscillation autour de cet axe.

Nous allons voir maintenant que, parmi les mouvements (s A), il en

est toujours au moins un qui fasse prendre à la valeur du rapport^

—

'—

sa limite inférieure (
^^ '-] ? et nous allons montrer comment il serait

possible de déterminer efi"ectivement la valeur de cette limite infé-

rieure.

Dans ce but, nous allons montrer ce que devient le rapport 4

lorsque, parmi tous les déplacements ( sW), on considère seulement

les déplacements (£ A).

Nous savons déjà que le numérateur (^-t-£2) se réduit à la

somme (^+ t) qui est une forme quadratique définie positive de F,

G, H, L, M, N. Le dénominateur seul doit donc nous occuper.

La quantité 1 est une forme linéaire et homogène des six variables

F, G, H, L, M, N :

(96) i = i.F.-i- i,G + I:,ll + l:h+ ijM + i^iX.

Les coefficients de cette forme sont définis par l'égalité (79), en

soile (|uc Ion a

(97)

\
. ( • dpi . ( ,)n j

^ / 0,1 cos( \|,. .r ) ds.,^. ....

', (loi J, an J

-
f

Pol.>'ocos(\(„ z) — ^oCOs(N„. v)| 'h.

Considérons la fonction W déterminée, à une constanlc près, par

les conditions (H3j à (H9); il est facile de voir (pi'elle se peut mettre

sous la forme

(98) 'r-<n,F-u<i»,G-i-a»,u +a>iL-a»,M -t-4>«\ Vv,
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*,, <I>,, $.,, $^, $5, $5 étant six fonctions de x,y, z, indépendantes de

F, G, H, L, M, N, et y une simple constante arbitraire.

Déterminons, en elfet, la fonction «I),(x-, v, z) par les conditions

suivantes :

En tout point du volume 2 rempli par le lluide en équilibre, elle

vérifie la condition

(99 ^1?^ [^ i'^» 7Â7 j ^ dy (P» d7J + ^ U" TJT )J
= - •'

V-n tout point de la [laroi immobile, elle vérifie la condition

(100) _^=o;
an

En tout point de la surface libre r: qui borne le lluide en équilibre,

elle vérifie la condition

(101) =-^ i -

dn un

En tout point de la surface s^.^^ elle vérifie la condition

''''''1

(-) ^=-coHiN„,..).

En vertu de la première des égalités (97 ), il existe une infinité de

fonctions $,(.7;,^, ;) qui vérifient ces conditions (99) à (102), et ces

diverses fonctions se tirent toutes de l'une d'entre elles par addition

d'une constante arbitraire.

Déterminons d'une manière analogue les fonctions '\>.\.c,y^ z),

<Si>,{x,y,z).

Assujettissons la fonction $,,(./_•, k, z) à vérifier les conditions sui-

vantes :

En tout point du \olume 2 rempli parle iluide en équilibre, on a

(io4)

En tout point de la paroi immobile, on a
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En loul point de la surface liln-e a-, on a

àV <)^,

an du

Enfin, en tout [loint de la surface mouillée Soi du flotteur en é(jui-

libre, on a

(io6) ^y^
=—

[ )-„cos(\„. ;) - î„cos(\„,_v)|.

En vertu de la quatrième égalité (97), la fonction *\>.,{.i,y. z) est

déterminée, à une constante additive près, par les conditions (i<>3)

à (106).

Assujettissons les fonctions(I>5(.f,jK, r),$„(,r,y, r ) à des conditions

analogues.

Il est désormais évident que Texpression (9S), formée de la sorte, est

l'expression la plus générale d'une fonction MYr.r, r) capal)le de

vérifier les conditions ( 83) à (89 ).

Cette expression est donc la somme :

1° D'une fonction linéaire et homogène de F, G, H, L, M, N, forme

dont les coefficients sont des fonctions de x, y, z, bien déterminées

lorsque l'état d'é<juilibre du système est connu;

3" D'une fonction linéaire et non homogène de F, (i, 11, L. M, N,

fonction dont les coefficients sont des constantes arbitraires.

()W â^' dW . ,

Chacune des trois cruantités-r— j -r-'-r-t'sl alors une foinie linéan-e^
()jc dy as

et homogène bien déterminée des six ([nanti tés F, (1, II, L, VI, N.

Nous obtenons ainsi la conclusion suivante :

Si l'on se liornr à considérer les déplacemenis (i \ ) où le dèpla-

cciiicnl du /Jiiidc est associk audéplacenieiil du solide, la qiKintité

se réduit à une forme quadratique (-) des quantités F, (i, H, I^,

M, N ; les coefficients de cette formeQ sont déterniinés lorsque l'étal

d'équilibre du système est connu; celte forme (-) est définie positive,

hors le cas où la surface immergée du /lolleur est de résolution

autour d'un certain u.n- et où les quantités I*', (i, II, [,, M, N ror-
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ri-spondeid à une rolalion autour dit ces axes; dans ce cas, la

forme est nulle.

Cette proposition, jointe à l'égalité (95), nous donne alors cette

autre conclusion :

La qiianlilc %^ est ta valeur ininiiniun du rapport

qui est le rapport de deux formes quadratiques définies positives

des six quantités F, G, H, L, M, N.

On sait comment s'obtient ce minimum. On peut trouver six fonc-

tions linéaires et homogènes X,, X„, X.,, X.,, X5, Xg des six quan-

tités F, G, H, L, M, X telles que

(108) &-i-e= x\+ x'h- \\-+- x\^ x':-i- x^,

(109) ?-Hfc =S,X^-hS,X^-HS3X|-t-S4X^-HS5X^-4-S6X^

Les six coefficients S,, Sj, S,, S^, S^, So, qui sont tous réels et

positifs, sont les six racines d'une certaine équation du sixième degré

(iio) A(S)=o,

dont les coefficients se forment à l'aide des coefficients des deux

formes (^-h E) et (r -1- Q), et dont les propriétés sont bien connues.

Si S, est la plus petite racine de l'équation (100), elle représente la

valeur minimum du rapport (107 ) et Ton a

ou bien encore

(112)
^'=-v/s;'

Le signe d'égalité est réservé au cas où la surface mouillée du llotteur

est de révolution autour d'un certain axe et où la plus lente oscillation

du llotteur se réduit à une oscillation autour de cet axe.

Jouin. de Math. (6' série), tome VU. — Fasc. I, lyii. 7



L'étude du rapport (107) se relie à un problème fictilde Mécanique

dont nous allons former l'énoncé.

Hors le cas où la surface du flotteur, mouillée en l'étal d'équilibre,

est de révolution autour d'un axe, et où le petit mouvement du flotteur

se réduit à une oscillation autour de cet axe, le petit mouvement réel

du fluide ne peut pas être associé au petit mouvement du solide; nous

lavons démontré au paragraphe 3. Mais nous pouvons, par la pensée,

imposer au fluide un mouvement fictif tel qu'à chaque instant /, le

déplacement éprouvé par le fluide soit associe au déplacementy"(/),

g(t), à(t), l(f), fn(l), n(t) du solide au même instant; nous dirons

alors que le fluide est animé d'un mouvement fictif associé iiu mouve-

ment du flotteur.

Si nous voulons calculer la force vive qu'aurait le fluide, à l'instant /,

en un tel momement fictif associé au mouvement du flotteur, il nous

suflit évidemment de prendre la forme quadratique-© et d'y rem-

placer respectivement les quantités

F, G, H, L, M. i\

par les quantités

df(t) agit) dli{l) ftl{l) dm{t) (liiil)

<ll dt ' ~~dt ' dt
'

~dt
'

~~iTt

Nous nommerons 2l'(;) cette force vive qu'aurait le fluide à l'inslanl /

s'il était animé d'un mouvement fictif associé au mouvement du

flotteur.

En la quantité ç, substituons aux quantités

F, G, H, L, M, i\

les quantités

/(O, 8{l), '<(f), '('), '"('U "(')

Selon les égalités (92) et (94), nous obtenons visiblement la valeur

que il prendrait à l'instant /, si le fluide était animé du mouveme/it

fictif associé au mouvement du flotteur. iSous désignerons par i2'(/)

celte quantité, qui est une forme quadrali(jue de /'(/), .... «(/).

-Q!{t) peut être regardé comme le potentiel de certaines actions.

Cherchons à définir ces actions.
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Dans ce but, désignons par ^'(l) ce que devient la quantité S

lorsqu'on y substitue les quantités

/(o, ^(0, /'(O. nn, "lin, «(o

aux quantités
F, G, H, L. M, N.

Si les quantités

/(<), g{t), /i(C), l(t), m{t), n{l)

éprouvent respectivement des accroissements infiniment petits arbi-

traires

q/i 0^', oli, 6/, om, on,

^'(t) éprouve un accroissement oS' dont la valeur, selon régalilé ( 79),

est donnée par l'égalité

/ / 5 (/m.,— / -^ rh\ f^l' = èf p„ cos(N„, j-
) rfç,j -h. . .

,

\J, àpl J^ On I

tandis que l'égalité (91) donne

KJ.,_ àpl ,X On /

Nous pouvons donc écrire

oLÎ'—of j 3poi'(/)cos(No, .r)rf5,3 +

En chaque point de la surface .y.,, du flotteur qui mouille le fluide en

équilibre, imaginons une pression normale à cette surface, dirigée vers

l'intérieur du solide, et qui ait pour valeur

!!(/)=: p„i'(/).

A celle pression, qui est une fonction linéaire et homogène de

/(O, g(l), h(t), 1(1), m(0, «(0.

donnons le nom de picxsio/i /Ictivc associée au mouvement du flot-

teur.
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Kn tout déplacement virtuel du flotteur, nous aurons

-o^'=6f
I

n(/)cos(.\o, i-)ci'.So5-H

-où' sera égal et de signe contraire au travail de la pression n(0;

-ù'(t) peut donc être regardé comme le potentiel de In pression

fictive n(/) associée au niouremcnt du flotteur.

Ces remarques faites, imaginons que Ton veuille traiter le problème

suivant :

On se propose d'étudier le mouvement d'un solide identique à

celui qui constitue le flotteur, en supposant que ce solide soit

soumis :

1° Aux actions extérieures qui le sollicitent réellement ;

2° Aux pressions du fluide qui l'emironne; dans le calcul de ces

pressions, on néglige les termes qui proviennent desforces d'inertie

appliquées aux diverses masses élémentaires qui constituent le

fluide;

3" Aux pressions fictives associées au mouvement du flotteur.

Laforce vive du solide est supposée égale à la somme de saforce

r>ive réelle et de la force inve du fluide dans un tel mouvement

associé fictif.

En traitant le problème des oscillations pendulaires d'un tel corps

comme nous avons traité le problème des oscillations véritables d'un

flotteur, nous arriverons aux conclusions suivantes :

Les valeurs V , G, H, Ij, M, ÎN qui conviennent à une telle oscilla-

lion pendulaire vérilient léqualion

elles font prendre au lapport

une valeur égale à -tt^j T étant la période du mouvement pendulaire

considéré.
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Les égalités (io8) et (109) nous montrent sans peine que le système

fictif dont nous venons de parler est susceptible de six mouvements

pendulaires simples ; si S,, S,, S3, S,, S5, S^ sont les six racines, ran-

gées par ordre de grandeur croissante, de l'équation (1 10), les quan-

tités

2 7r 2TC 27Ï 2 7T 2 7t 27^

Wi' vC vC \/§î' 71' v^

sont les périodes, rangées par ordre de grandeur décroissante, de ces

six mouvements.

Le théorème exprimé par la condition (112) peut s'énoncer ainsi :

La période la plus longue que puisse présenter un inouieme/it

pendulaire d'un flotteur est au moins égale, et elle est en général

supérieure à la période du mouvement pendulaire le plus lent que

puisse prendre le système fictif qui vient d'être défini.

Considérons, de nouveau, le rapport

La quantité est nulle si le déplacement du lluide associé au déplace-

ment F, G, H, L, M, N du solide se réduit à l'immobilité ; hors ce cas,

elle est positive. Pour un ensemble donné de valeurs de F, G, H, L,

M, N, le rapport |-i| est plus petit que le rapport ^^, à moins que

la surface mouillée du llolteur ne soit de révolution autour d'un axe et

que les valeurs considérées de F, G, H, L, M, N ne définissent une

simple rotation autour de cet axe.

La plus petite valeur du rapport ë—-^ »e peut pas

la plus petite valeur du rapport ^^; pour que ces deux valeurs puis-

sent être égales entre elles, il faut, mais il ne suffit pas, que la surface

mouillée du llolteur soit de révolution autour d'un certain axe et que

le système do valeurs de F, G, H, L. M, N qui rend|^ minimum

détermine une simple rotation autour de cet axe; il faut et il suffit que

le système de valeurs de F, G, H, L, M, N qui rend ^^ minimum

détermine une simple rotation autour dr cet axe.
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Nous obtenons ainsi le théorème suivant:

La plus loii^nr période T, des mouveniciils pciulidaires que le

floUeur peut prendre est au moins égale à la quanlitè T'^^, si l'on

désigne par^ la plus petite valeur que puisse prendre le rapport

^ • Pour que T, soit égal à ï,„ ilfaut et il suffit que la surface

mouillée du flotteur soit de résolution autour d'un certain axe et

que le système de valeurs de F, (i, H, L, M, iS qui rend '^-^—
minimum corresponde à une simple oscillation autour de cet axe.

Mais il pourrait se faire que le mouvement pendulaire le plus long

du flotteur fût une oscillation autour de cet axe sans que, cependant,

T, fût égal à T'(,.

La considération du rapport ^^-;^— se relie à l'étude d'un nouveau

problème fictif qui peut s'énoncer ainsi :

Détermine/- les oscillations pendulaires du solide en calculant

comme au problème fictif précédent les pressions qu'il éprouve

de la part du fluide, mais en laissant à ce solide sa force vive

réelle.

On montre, en elîel, que tout système de valeurs de F, G, H, L, M,

iS qui fournit une solution de ce problème fictif vérifie l'équation

.i? -t-G0-^ = 0.

Au rapport ^^^— , il fait prendre une certaine valeur positive ^; T' est

la période du mouvement pendulaire que définit cette solution.

Le solide dont nous venons de parler est susce[)til)le de six mouve-

ments pendulaires distincts dont les périodes se déterminent comme se

déterminent celles du précédent système fictif.

La plus longue période T, des mouvements pendulaires que le

système peut prendre est au moins égale à la période T„ du mouve-

ment pendulaire le plus lent du solide fictif qui vient d'être défini;

elle lui est, en général, supérieure.
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A ces propositions, nous pouvons adjoindre celle-ci :

Lorsqu'à la période T, du mouvement pendulaire le plus lent que

le /lotleur puisse éprouver, on substitue la plus longue période T„

des mouvements pendulaires dont le second système pctif est

susceptible, on atteint une approximation au plus égale à celle

que l'on obtiendrait en substituant à T, la période Tj du mou-

vement pendulaire le plus lent que puisse prendre le second sys-

tème fictif ; pour que ces deux approximations soient égales, il

faiit et il suffit, d'ailleurs, que la première se transforme en

exactitude ; hors ce cas, la première évaluation est moins appro-

chée que la seconde.

IX. — Formation successive des divers mouvements pendulaires

dont le flotteur est susceptible.

La méthode indiquée aux paragraphes V et VII ramène à un pro-

blème de minimum les déterminations de la plus petite des quantités À,

partant de la plus longue période dont soit susceptible un mouve-

ment pendulaire du système, et des quantités F, G, H, L, M, N,

W(x, y, z) qui caractérisent ce mouvement pendulaire.

On imagine aisément une généralisation de cette règle, généralisa-

tion qui permette de former les diverses quantités X, successivement et

dans Tordre de la grandeur croissante, et d'associer à chacune d'elles

des quantités F, G, H, L, M, N, W(x,y, z) qui peuvent fournir un

mouvement pendulaire de période ^^•

Voici, pai- exemple, comment se formerait le //'™'"' mouvement pen-

dulaire :

Considérons les quantités F, G, H, L, M, N, W(x,y, z) qui sont

assujetties aux conditions de liaisons (36) et (38), et, de plus, aux
conditions suivantes :

i" Ona

(43) & + T = I.
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2" On a les (/i— 1 ) égalités

(?&, d^, d^,
,

JS, ^- M .

'^^ N

^- Tm ().* (>.7'
"^ dy d>-

"^
(7; f)z

dm«= o.

(.i3)

F+^I^G (^r:^„-

^G„
H

dr-,,. c)S?„.
M

r&„

X-

(7H„_, (?L„_, (^M„_, (^N

àr

^ \

<Jx d-r dy
—— dm, -^ o.
dz !

En ces égalités, &^ représente ce que devient & lorsqu'on y remplace

F, G, H, L, M, N par F^, G^, H^, L,,, M,,, X^. Por ?///<? substitution

semblable, '^deviendrait ^.
Parmi les ensembles F, G, H, L, M, N, W{x,y, z) qui vérifient

ces diverses conditions, il en est un qui rend minimum la somme

Cet ensemble ¥„, G„, H,„ L„, M„, N„, Wn{-c,y,z) correspond au
^ième lyiQingpjgiii pendulaire. La période T„ de celui-ci est donnée

par l'égalité

W
(ii4; — l„=.%,->r^„.

ou
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semble des valeurs delà somme (^+0) qui lui correspond; celle

somme étant toujours positive, l'ensemble des valeurs de (^-hiî)

admet une limite inférieure; noi/s supposekons qu'en iensemble

considéré des déterminations de

(,i5) F, G, H, L, M, M, >I'-(.../, ;),

il en est une

(ii6) F„, G,„ H,„ L„, M„, N„. »r„(x,j, ::),

qui fait atteindre à (^+ Q) sa limite inférieure, qui est alors un

minimum (^„+ û„) de cette quantité. La légitimité de notre démons-

tration est subordonnée à la légitimité de cette hypothèse.

L'ensemble (i i6) ne peut être identique à aucun des ensembles ana-

logues précédemment rencontrés. Supposons, en effet, qu'il soit iden-

tique à l'ensemble

(1.7) F„ G„ Hp, L,, M,„ N,„ W,{x,y,z),

où p est inférieur à n [cette identité laissant, d'ailleurs, aux deux fonc-

tions W {x,y, z), ^«(x,/, z) la faculté de différer par une quantité

quelconque indépendante de x,y, z].

L'ensemble (116), substitué à l'ensemble (ii5) en la /j""'" éga-

lité (ii3), doit transformer celle-ci en identité; si les deux ensem-

bles (i 16) et (i 17) étaient identiques, la /)"""' égalité (ii3) devien-

drait une identité lorsqu'on y substituerait l'ensemble (117) à l'en-

semble (ii5); or, cette dernière substitution transforme le premier

membre de l'égalité considérée en

et cette dernière quantité est égale à 2, puisque, par hypothèse, l'en-

semble (117) vérifie l'égalité (43)-

La quantité (^„ + Q„) est un minimum parmi les valeurs que prend

la somme (^-^-ii) lorsque les conditions (3G), (3o), (43) et (ii3)

sont vérifiées. Il doit donc exister n constantes li, , a,, . .
. ,

a„ telles que
w

Journ, de Math, (6' série), lomc VII. — Fasc. I, 1911.
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l'égalité

dF„ dG„ c*H„ dL„ dM„ dn„

[- d f âdW\ à/ dôW\ dl «^olAI,

r dydw„dw^
J^ ' On On an

dF, dG, (JH, (JL, (^M, c>N,

-f^"L^°^-^5G:°<^+dH;°"+dû'''^+^°^' + i^°'^

soit vérifiée par tout ensemble

(119) ÔF, oG, oH. ÔL, ÔM. oN, ô»I''(ar.7, ;)

qui vérifie les conditions (45) et (iÇ>).

Démontrons que tous les coefficients a sont nuls, sauf le coeffi-

cient [JL„.

Soit, en effet, p un indice inférieur à n.

A l'ensemble (119), nous pouvons substituer l'ensemble

(120) k¥,, kGp. /,11^. khp, kMp, k\,„ kWp{j;y,z),

où A" est une quantité infiniment petite indépendante de x,y, z. L'en-

semble (i 17), en effet, a été assujetti à vérifier les conditions de liai-

sons (36) et (38), en sorte que l'ensemble (120) vérifie les conditions

(45) et (46).

Il est facile de voir que les trois premiers termes, au premier
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membre de l'égalité (i i8), deviennent ce que devient la quantité

dFp dGp ôHp dLp dWp <JN,

lorsqu'on y remplace Tensemble (i 19) par l'ensemble

(122) AF„, AG„, AH„, A-L,„ A-M„, AN„,

ce qui est permis, car les conditions (3G) et (38), vérifiées par l'en-

semble (lit)), nous assurent que les conditions (45) et (4*J) sont

vérifiées par l'ensemble (122).

Mais, par hypothèse, l'égalité

(49) a(^ + l>)-/â(3r + T) = o

esfvérifiée lorsqu'on y remplace :

X par \p ;

l'ensemble (ii5) par l'ensemble (117) ;

l'ensemble (119) par des quantités quelconques vérifiant les condi-

tions (45) et (46).

Quel que soit donc cet ensemble (i 19), la quantité (121) est égale à

l^rfF,, OGp dtip OLp dS\p d^p

Si l'on y substitue l'ensemble ( 1 22) à l'ensemble (i 19), cette quantité

se réduit au produit par A A^ du premier membre de la yD""™'" égalité (i i3),

après qu'en celle-ci, on a substitué l'ensemble (i 16) à l'ensemble (i i5);

mais cette dernière substitution transforme les égalités (11 3) en iden-

tités. L'ensemble des trois premiers termes, au premier membre de
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régalilé(i iy),se réduit donc à zéro par substitu lion de l'ensemble (120)

à l'ensemble (i 19 ).

Soil q un indice quelconque différent de p ; la substitution de l'en-

semble (120) à l'ensemble (119) donne au coefficient de a^, dans le

premier membre de l'égalité (i 18), la valeur

_ A-r^ F +^G +^II +^L +-^M +^N

Si q est inférieur à p, il est immédiatement évident que la quantité

entre
|

] est nulle, car l'ensemble (T17) a été assujetti à vérifier les

(P ~ premières conditions (i i3).

Si q est supérieur à /?, on remarque que la quantité entre
[ ]

peut s'écrire

Elle est encore nulle, car l'ensemble

(123) I^. G,, H„ L,. M,, N,, W^(j:;y,z)

a été assujetli à vérifier les (q — i) premières conditions (i i'3 ).

Considérons enfin, au premier membre de l'égalité (1 18), ce que le

coefficient de u.^, devient par la substitution de l'ensemble (120) à l'en-

semble (i 19). On voit immédiatement qu'il peut s'écrire

— 2k{^,,-i-rp),

et qu'il a pour valeur — 2/1, puis(jue l'ensemble ( 1 17) a été assujetti

à vérifier la condition (43).

Par la substitution de l'ensemble (120) à l'ensemble (119), l'éga-

lité (i 18) se réduit donc à

p étant un indice (pielconcjuc inféiieur à //.
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Effaçons, dans Tégalité (i i8), les (n — i) termes affectés des coeffi-

cients a, , . .
.

, a„_,
,
puisque ces coefficients sont nuls, et voyons ce que

devient l'égalité (i iH).

Cette égalité, vériiiée par tout ensemble (i 19) qui est assujetti aux

conditions (45) et (46), est visiblement ce que devient la condition

(A9) ô(t+O)-/.0(& + T)=O.

lorsqu'on y remplace:

A par (A„,

et l'ensemble (i i5) par l'ensemble (\ 16).

Nous savions déjà que l'ensemble (116) déterminait un des mouve-

ments pendulaires du système ; nous voyons maintenant que (Ji„ est la

valeur de X qui correspond à ce mouvement pendulaire ; nous rempla-

cerons désormais ul„ par A„.

Reprenons l'égalité (1 18), où nous devons faire

ia,=io, .... p.„_,=ro, ;j.„^).„.

A l'ensemble (i 19), substituons-y, ce qui est permis, l'ensemble

(124) A-F„, AG,„ AH„, AL„, A-M„. AN„, A»F„(.r, r, -),

où k est une quantité infiniment petite indépendante de x,y, z.

L'égalité (i 18) devient, après suppression du facteur 2/1,

Mais l'ensemble (i iG ) étant assujetti à vérifier l'égalité (43), cette

dernière égalité se réduit à

(ii4) ).,= '3„-t-i2„.

La quantité A„ est donc la plus petite valeur que puisse prendre la

somme (^-4- ii) lorsque les quantités ( 1 15) sont assujetties aux con-

ditions (36), (38), (43) et (i i3 ).

Il est immédiatement évident par là que la quantité A„ ne peut être

inférieure à aucune quantité A^, d'indice/) inférieur à n. La quantité A^,

en effet, est la plus petite valeur que puisse prendre la somme (^+iî)

lorsque l'ensemble (i i5) est assujetti aux conditions (36), (38), (43),

et seulement aux {p — 1) premières conditions (1 i3V

La règle énoncée est ainsi complètement justifiée.
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X. — Corps flottant sur un fluide illimité.

Certaines parties des théories précédentes se simplifient grandement

lorsque le volume du fluide qui porte le flotteur croit au delà de toute

limite, pourvu, toutefois, que Ton admette certaines suppositions que

nous allons énumérer :

1° Lorsqu'au sein de la masse fluide en équilibre, on s'éloigne indé-

finiment de la région où se trouve le flotteur, la quantité , J" ne

croît pas au delà de toute limite.

2° Si la surface libre a qui borne le fluide en équilibre s'étend à l'infini,

la quantité Og -r— ne croît pas au delà de toute limite lorsque le point

auquel elle rapporte s'écarte indéfiniment, sur la surface t, de la région

où se trouve le flotteur.

3° Soient II un point marqué en la position d'équilibre du flotteur,

{x,y, z) un point pris à l'intérieur de la masse fluide, /• la dislance du

point (x, y, z) au point II ; lorsque r croît au delà de toute limite, les

produits par /- des composantes de l'élongation et des composantes de

la vitesse des divers mouvements réels ou fictifs (jue nous avons à con-

sidérer ne croissent pas au delà de toute limite.

Il résulte, en premier lieu, de ces suppositions que la quantité t,

définie par l'égalité (40)5 et que la quantité Q, définie par l'égalité ( 42),

gardent des valeurs finies et déterminées.

En second lieu, considérons un mouvement s^, £Y], tX. du fluide qui

soit associé au mouvement sF, £G, îH, îL, eM, £>J du solide. Le

second membre de l'identité (79 ), que doit vérifier la quantité S, est

assurément fini; au contraire, en vertu des inégalités (80) et (81) et

des hypothèses précédentes, le coefficient de S est infiniment grand et

positif, et cela lors même que la surface libre a serait limitée. Nous

voyons donc qu'en tout déplacement du fluide associe au déplacement

du solide, nous devons avoir

(125) 1 = 0.

L'égalité (7(3) nous montre alors que l'on doit avoir, en tout point
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de la masse fluide,

(126) • op = o

ou bien, en vertu de l'égalité (73),

L'égalité (77) nous donne, en tout point de la surface libre,

(128) 4cos(/i, ,r) -t-rj cos(«,/) 4- Çcos(«, 3) = 0.

En un déplacement associé au déplacement du solide, le fluide

se meut comme s'il était incompressible, et de telle sorte que la sur-

face libre demeure invariable

.

Considérons, en particulier, un déplacement du fluide, associé au

déplacement eF, sG, sH, sL, sM, eN du solide, et dépendant d'un

potentiel îT desélongations.

Les égalités (97) nous donneront ici

(129) 2,= 0, i!=0, 23=07 -4=0, 25=0, ^i—O.

On pourra encore écrire

(98) <F = *,F + <I>2G + «I>3H + «I>jL-l-<I>5M +4»6N.

En vertu des égalités (99) et (io3), chacune des fonctions $ vérifie

l'égalité

Chacune d'elles vérifie, en tous les points de la surface libre, et de

la surface de la paroi immobile, s'il y en a une, l'égalité

(i3i) T- = 0'
^ ' an

en vertu des égalités (100) et (loi), (io4) et (io5).

Enfin, en chaque point de la surface mouillée s^s du flotteur en équi-



64 f- ni'HEM.

libre, on a, en vertu des égalités (102) et (io3),

(l32)

COS(l\o, JC) + —^ — o,

yoCos(No. =)--„cos(N,„7)-(- ^^ = o.

La détermination de chacune des fonctions $ est ainsi ramenée à un

problème du type suivant :

Un milieu conducteur, dont p„ est le coefficient de conductibilité,

occupe l'espace indéfini qu'occupait le fluide en l'état d'équilibre

.

Ce milieu ne renferme aucune source de chaleur. Le long de la

surface 1 et le long des surfaces des parois immobiles, s'il y en a,

il est supposé contigu à des corps non-conducleurs . Des sources de

chaleur données sont distribuées à la partie s^^ de la surface du

flotteur que mouille le fluide en équilibre. Déterminer l'état sta-

tionnaire de la température de ce corps.

La quantité t se réduit encore, comme par le passé, à une certaine

forme quadratique 0, finie et bien déterminée, des quantités F, G, H,

L, M, N. Si la surface mouillée ^^3 du flotteur est de révolution autour

d'un certain axe, la forme est nulle pour un ensemble de valeurs de

F, G, H, L, M, M qui correspond à une rotation du flotteur autour de

cet axe; elle est positive pour tout autre système de valeurs de F, G,

H, L, M, N. Si la surface mouillée du flotteur n'est pas de révolution,

la forme est définie positive.

Les égalités (78) et (91) donnent l'égalité

e= iF / pi,cos(N|,, x)c?i-s3-H. . .

I

-\-lL p„[y(,cos(No,;) -3oCOs(N„,y)]c^i'23-+-...

que l'égalité (i25) transforme en

(i33) e = o.

Ce dernier résultat apporte une simplification notable aux théorèmes

qui ont été établis au paragraphe VIII, touchant la plus longue période

que puisse présenter un mouvement pendulaire du système.
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Lorsqu'un corps solide flotte à la surface d'unfluide compressible

indéfini, la période la plus longue T, que puisse affecter ui. mouve-

ment pendulaire de ce flotteur est au plus égale, et est, en général,

inférieure à la quantitéTa telle que %^ soit la valeur minimum du

Pour que T, = T„, il faut et il suffit que la sur/ace mouillée du

flotteur soit de révolution autour d'un axe et que le momement pen-

dulaire de plus longue période soit une oscillation autour de cet

axe.

Examinons le premier problème fictif dont voici renoncé:

On suppose qu'à chaque instant, les pressions e.rercées par le

ffuide sur le solide soient calculées non par les règles de VHydro-

dynamique, mais par les règles de l'Hydrostatique

.

A chaque instant, on ajoute à la force vive réelle du flotteur une

force vive fictive égale à celle qu'aurait le fluide en un mouvement

FICTIF ASSOCIÉ au mouvement du solide.

En ce problème fictif, le solide est susceptible de momements
pendulaires qui correspondent à six périodes réelles, positives,

distinctes ou non.

T,, est la plus longue de ces périodes.

A Tévaluation approchée de T, que nous fournit le calcul deT„,

nous pouvons substituer une autre évaluation, plus aisée à obtenir,

mais dont l'approximation est ordinairement moindre.

Soit T^ la valeur minimum du rapport^; la quantité T'„ est au

moins égale et, en général, elle est supérieure à la quantité T„ et,

partant, à la quantité T,.

Celte proposition peut encore s'énoncer d autre manière; considé-

rons, en eflét, le second problème fictif dont voici l'énoncé :

Un corps solide flotte à la surface d'un fluide compressible de

volume infini.

A chaque instant, on calcule selon les règles de l'Hydrostatique

Jourii. (le Matli. (ti' sOrie), Imiic VU - l'asc. I. iQii. 9
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les pressions exercées sur le solide, négligeant ainsi les forces

d'inertiL appliquées aux diverses niasses élémentaires du fluide.

On attribue au flotteur sa force vive réelle.

Les mouvements pendulaires d'un tel corps présentent six

périodes réelles, positives, distinctes ou non.

La plus longue de ces périodes, T,, est au moins égale à la plus

longue période T, des mouvements pendulaires quen t^érité le flot-

teur peut éprouver; en général, lapremière de ces périodes surpasse

la seconde. Pour que les deux périodes T^, T, soient égales entre

elles, ilfaut et il suffit que la surface mouillée du flotteur soit de

révolution autour d'un axe, et qu'au second problème fictif, le

mouvement pendulaire de plus longue période corresponde à une

simple rotation autour de cet axe.

Le problème fictif que nous venons de considérer en dernier lieu est

la généralisation naturelle du problème que Poisson et Duhamel ont

traité, en se bornant à considérer un fluide homogène et pesant. Même
dans le cas où le fluide a un volume infini, ce problème fictif diffère

grandement, on le voit, du problème véritable, et Clebsch a eu raison

de signaler Terreur que Ton commet en substituant un de ces pro-

blèmes à l'autre. Mais, d.\>s le cas ou le volume du fluide est infini,

l'étude du problème fictif de Poisson et de Duhamel conduit,

cependant, à énoncer d'une manière correcte les conditions de sta-

bilité du flotteur.

La méthode fictive dont nous parlons conduit, en efl'et, moyennant

l'emploi du critérium des petits mouvements, à la proposition sui-

vante :

Pour qu'un corps solide, flottant sur un fluide de volume infini,

y soit en équilibre stable, ilfaut et il suffit que la quantité ^ soit une

forme déjinie positive des six quantités F, («, H, L, M, N.

Or, à cause de l'égalité (_i33), c'est à cette condition que se réduit

la condition donnée aux paragraphes 6 et 7.
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XL — Corps pesant flottant sur un fluide pesant,

incompressible et homogène.

Il est aisé de développer une théorie analogue à la précédente dans

le cas où le fluide, au lieu d'être compressible, est un liquide incom-

pressible et homogène ; sans rechercher une généralité désormais

inutile, nous supposerons que la pesanteur soit la seule action extérieure

qui s'exerce sur les diverses parties du flotteur et du liquide.

Nous mettrons l'origine des coordonnées au centre de gravité de

l'aire de flottaison du flotteur en équilibre ; nous prendrons pour axe

des z la verticale dirigée vers le zénith, pour axes des x et des^ les

deux axes principaux d'inertie de l'aire de flottaison.

Dans ce cas, les divers coefficients A,y sont tous nuls, sauf trois

d'entre eux, qui ont les valeurs suivantes (' ):

l
A.33= ^ps,

(134

)

A,,=gpju- + ;)iv ff{Z - Z'),

Dans ces formules,

g est l'intensité de la pesanteur
;

p la densité du liquide
;

s l'aire de la surface de flottaison
;

/j., y'j, les moments d'inertie de cette aire par rapport aux axes des x et

desj;

DK la masse du flotteur
;

Z' la hauteur du centre de gravité de ce corps au-dessus de la surface

libre du liquide en équilibre
;

Z la hauteur, au-dessus de la même surface, du centre de gravité du

volume immergé.

Moyennant ces égalités (i34), les formules (23), où nous devons,

selon ce qui a été dit au paragraphe 3, effacer la constante C, fournis-

(') P. DuHEN, Sur la stabilité de l'équilibre des corps flottants, égalité (33)

(Journal de Mathématiques, 5<^ série, I. [, 1896, p. 176).



68 V. nuiiEM.

sent les équations du mouvement du flotteur, qui sont donc les sui-

vantes :

OKf'it) + M. ^"(0 — My/i"(t)-i-fp-y- cos( No. jr) ds.,= o,

31L o-"(/) - M,/"(0 + M..- fi"{t) -h f p ^cos(N„, r) ^s,3= o,

g-psh{t)-^ Sïi./,"{t) + My.t"(t) — M^m"{t)

+ 1 p-7-|-cos(N„, ;) </i23=r o,

I

[gpjx + OXls-(Z-Z')]l{t)

(i35>
/ +i.l"(t)-P,„m"(l)-Pa-.""{')+My/,"(t)~M,g"{l)

P -^ [/o cos(N„. c) — =0 cos( N(„ _r)] fi?.«i, = o,

+ J„w"(0-Pxy/"(0-Py=""(O + ^'=/"(0-Mx/'"(O

COs(N(|, .r) — Xo COS (N„. 3 )] c/ijj ::= o,

Jj/i'{0 — P.r= /"'(O - Pyz '«"(0 + M^/'(/) - My/"(C)

+
/

p-^['^i)'"os(No, j)— roCos(No,x)]fi?ij3=o.

La détermination des mouvements du tluido dépend de la déter-

mination de la fonction '\.

En chaque point du volume qu'occupait le fluide en équilibre, celle-ci

doit vérifier l'équation

(i36) A4/ = o

que fournit la condition de continuité, et qui remplace ici l'équa-

tion (24 bis).

A la surface libre ci du fluide en équilibre, -7-^ =
^ g^ en sorte que

l'égalité (2") /y/.y) devient maintenant l'égalité

(i37) L Q 1- ^
de- * dn

qui doit être vérifiée en tout point du plan z — o.
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Quant à Téquation (5), vérifiée en tout point de la surface Xoj le

long de laquelle le liquide mouille le flotteur en équilibre, et à Téqua-

tion (-itJ), vérifiée en tout point de la paroi immobile, elles demeurent

ici les mêmes que dans le cas général.

Si, dans les équations (i )5), on remplace partout -r-^ par zéro,

comme Font fait Poisson et Dubamel, mais comme il est illégitime de

le faire, selon la très juste remarque de Clebsch, on obtient ce que Ion

nomme les équations du mouvement infiniment petit d'unflotteur en

milieu non résistant. Ces équations s'intègrent sans difficulté; on en

trouvera l'intégration détaillée en la Théorie du navire de MM. Pol-

iard et Dudebout (').

Nous ne savons même pas si le problème, simplifié de la sorte par

une supposition incorrecte, fournit une approximation du problème

véritable. Nous verrons tout à l'heure quel renseignement il est sus-

ceptible de nous fournir.

Lorsqu'aux équations (i35), on remplace -— par zéro, les quan-

tités /(t), g(t) et n(t) n'y figurent plus que par les dérivées

secondes /'"(^), g"(t) et «"(/); on peut donc, à chacune de ces trois

fonctions, ajouter une fonction linéaire arbitraire de /, en sorte qu'elle

ne peut, en général, demeurer infiniment petite, quelque grand que

soit /.

Qu'une circonstance analogue doive se présenter au problème véri-

table, cela est évident tout d'abord et sans aucun calcul. En effet,

l'équilibre du flotteur n'est aucunement troublé si l'on imprime à ce

corps une translation quelconque parallèle au plan horizontal ou une

rotation quelconque autour d'un axe vertical; pour de tels déplace-

ments, cet équilibre est indifférent. Si donc on veut étudier la stabilité

de l'équilibre du flotteur ou les mouvements infiniment petits de ce

corps, il faudra convenir que l'on regarde comme infiniment petit

tout mouvement où h(t), l(t), m(l) demeurent infiniment petits, quel

quesoil/, lorsmême qu'en ce mouvement quelqu'une des quanti tés /"(O»

g(t), n(t) ne demeurerait pas infiniment petite.

En vertu des égalités (i34), la quantité ^, définie par l'égalité ( 4 1),

(') FOLLARD et Dldebout, T/iéorie du navire, i. Il,
Y>p-

'2 12 eliuiv. Paris, 1891.
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La quantité c, donnée par l'éfçalité (91), devient

5 = —

. / dn

et comme, en tout point de la surface a, — = — ^, cette égalité,

jointe à l'égalité (142), donne

(«43) 5 = p^^n^

Les égalités (i38) et (i43) nous donnent

(i44) ^+ S = pgsi^i + -jW-+ [^pj\. + DT^ g{Z -Z')]L^-

Cette expression nous permet de discuter la stabilité de l'équilibre

du flotteur, cette stabilité étant restreinte aux déplacements A(/),

l(t), m(().

Le théorème de Lejeune-Dirichlet nous enseigne qu'il suffit, pour

cette stabilité, que la somme (^+g) soit une forme définie positive

des quantités H, L, M. La méthode des petits mouvements, si l'on <;n

admet la légilirnilé^ nous enseigne que cette condition est non seule-

ment suffisante, mais encore nécessaire. Nous obtenons donc la propo-

sition suivante :

Pour qu un solide pesant, Jlotlant sur un liquide limité, soit en

équilibre stable, ilfaut et il suffit que l'on ait les deux inégalités

(.45)
p/,.-l-OK(Z — Z')>o,

pyV+31^(Z-Z')>o.

Ces conditions, ne dépendant pas des dimensions du fluide,

s'appliquent même à un corps pesant qui /lotte sur un liquide illi-

mité.

Ces conditions sont connues depuis Bouguer.

La quantité se déterminera par la méthode générale qui a été

indiquée au paragraphe 8.
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La comparaison des égalités (gfi) et (142) nous montre que nous

aurons ici

Nous pourrons encore écrire Tégalité

(98) T ;:= $, F + 4»,G ^- ^jH -I- <|). L + ««^M 4- 4>eN + /.

ou •/ est une constante.

Chacune des fonctions «1» sera, en tout l'espace 2 qu'occupait le fluide

au moment de l'équilibre, une fonction harmonique de x, y. z :

Le long de la paroi immobile et aux diveis points de la surface

mouillée du flotteur, les diverses fonctions $ vérifieront encore les

conditions (100), (102), (io4) et (io(J).

Au\ divers points de la surface libre 7 du fluide en équilibre ou, en

d'autres termes, du plan - = o, on doit encore écrire les équations

telles que (loi) et (io5), qui deviennent :

dn
'

dn
'

dn a dii
"

du
'

an

Les diverses fonctions 4> et, partant, la grandeur seront ainsi dé-

terminées.

Si -Tpï" est la plus petite valrur de la quantite
'

+ [p^7.-^-^K.e(Z-Z')]M^j,

nous savons que la plus longue période T, d'un niouvenient pendu-

laire que leJlotteur puisse prendre est égale à T„ au cas où la sur-

face mouillée du Jlotteur est de révolution autour d'un axe et où ce

mouvement pendulaire se réduit à une oscillation autour de cet

axe; hors ce cas, T, est supérieur à Tj.
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hi, dans la quantité -> nous remplaçons

F, G, H, L, M, N

par

/'(O, ^'{t), h'{l), l'{l), ni'(H). n'{t),

nous obtenons une forme quadratique 't'{i) de ces six dernières quan-

tités; c'est la force vive du fluide en un mouvemeiil fictif associé au

mouvement du flotteur.

Lorsqu'on remplace les quantités

F, G, H, L, M, N
par

f(t), g{t)^ h{l), l{t), m{t), n{t),

S devient ^'{J). L'égalité (i/p ) donne donc

La pression fictive associée au mouvement du flotteur a été définie

au paragraphe 8. C'est, en tout point de la surface mouillée s.,,^ du

flotteur, une pression normale, dirigée vers l'intérieur du flotteur, et

qui a pour valeur

ou bien, dans le cas actuel.

pgs
(i47) \l{l)=—^-^h(t).

On voit sans peine que ces diverses pressions se composent en une

force unique, appliquée au centre de gravité do l'aire de flottaison, qui

nous sert d'origine de coordon lées; cette force est verticale, dirigée

vers le haut, et a pour valeur

(j

Il est aisé maintenant, en suivant les indications données au para-

graphe 8, et par une méthode semblable à celle qui nous a permis de

former les équations (iSî), d'écrire les équations de notre premier

fourn. de Math. (6' série), tome VII. — Fasc. I. 1911. lO
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prohlènie fictif. Ces équations seront les suivantes

di df ~ °'311 /"+ M; MvA''h- -r

an., M./"+M^/i"
d dt^

dt dp

d Ot'
-+- '- h H- ^iL /(

" + M ,
/" — M,r»i" -+- -r. -jrr — O,

(M9) [e"p/r+

[ »p./y ^ 311 ff(7. — 7J)\»l + J, m"— l'.ry/'— P.r::""

M;./ M^/i"
(Il àm"

i.^n"—V,^,l" ^° ^' dt an"

En ces équations, comme en celles qu'ont traitées Poisson et

Duhamel, les quantités /(/), gij), ^(0 n'interviennent ipie par les

dérivées secondes

f"{t)-
d-f{t)

dt-
' «-"(0 =

dt- '

n"{l)
d- ri{t)

df'

On peut donc ajouter arbitrairement à chacune de ces trois quan-

tités une fonction linéaire à coefficients constants de /. Abstraction

faite de la translation uniforme et de la rotation uniforme que l'on

obtient ainsi, le système dont le mouvement est fig^uré par les équa-

tions (149) est susceptible de mouvements pendulaires qui admei-

tent trois périodes distinctes; T,, est la plus lonfjuc de ces trois

périodes.

Considérons maintenant le ? apport

(i5o)
g I

p^.î( I -f- ^) ii^H- [p,</x-+- an. ffiz - z
)i

L'

+ [pA'./,v+3K.§'(Z-Z')]M' j.

Ce rappo/'t admet une râleur minimum
\f;^

La valeur T|, est
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au moins égale et, en général., elle est supérieure à la plus longue

période T, des mouvements pendulaires dont le système étudié est

susceptible.

La détermination de T^, se relie à un second prol»lème fictif qui se

déduit du piécédent en Ijitî'ant les termes qui dépendent de la force

vive fictive £.'. T„ est la plus longue des périodes que puisse pré-

senter un mouvement pendulaire capable d'intégrer les équations

OR f" -i- M;^"^ M ,
/("= o,

[ OlL^"— W-f'-'r- iM^/;"r=o,

(i5i)
^p,s( 1 -r- -

)
/i +.311 h" 4- M, /"— lVI;//i" — o,

j
[gpi^+-d\Lg(Z-~Z\^l +J^/" —P^, m"— V:,._n" +\\yh"~\\.g"= 0,

I [gpj, +3lt A'(Z— Z')]/«H-J,.//t"— P^, r — Pyj/i" + \L/"— M^./«"= o,

ix'l"— Px; /"— i'v: m" + Ma-.^"— My,/'" = '>•

Ces équations dillèrenl en un seul point des équations auvquelles

conduit la méthode de Poisson et de Duhamel, et dont la Théorie du

naviie de MM. Pollaid (>t Dudebout présente l'intégration complète :

le coefficient de Ii y est mu!ti[ilié par le fadeur
(

i -!--)•

Ce facteur devient extrêmement grand dans le cas où le flotteur est

contenu en un bassin fort étroit; au contraire, il tend vers \ lorsque la

surface du bassin croit au delà de toute limite, ce qui justifie la pro-

position suivante :

Lorsqu'on étudie par la méthode de Poisson et de Duhamel les

oscillations pendulaires d'un flotteur sur une nappe liquide infini-

ment étendue, la plus longue T„ des périodes que l'on détermine

est au plus égale à la plus longue période T, des mouvements pendu-

laires véritables du flotteur et, en général, elle est inférieure à T,

.

Pour que T„ soit égal à T,, il faut et il suffit que la. surface

mouillée du flotteur soit de révolution autour d'un axe, et que le

mouvement pendulaire le plus lent fourni par la méthode de

Duhamel et de Poisson se réduise à une oscillation autour de cet axe.

Dans ce cas, T,, est aussi égal à la plus longue période To que

fournisse le premier problème fictif; hors ce cas, T„ est inférieur

à T„.



76

XII. — Cas où le système étudié admet deux plans de symétrie.

Nous allons admettre maintenant que notre flotteur admette deux

plans de symétrie; les navires ont un plan de symétrie, et beaucoup

d'entre eux ne sont pas loin d'en admettre un second; riiypothèse

que nous faisons conduira donc à des résultats qui s'appliqueront

sensiblement aux navires.

Les deux plans de symétrie seront nécessairement le plan zOx et le

plan ;0>'. ^ous supposerons que Ox" soit l'axe qui correspond au

plus petit moment dinertiey'j. de l'aire de la flottaison; nous nomme-
rons cet axe Vaxe longitudinal; la rotation /(^) autour de cet axe sera

le roulis. L'axe O^ prendra alors le nom à'axe (/ansvcrsal; la rota-

tion m(^t) autour de cet axe se nommera tangage.

Ces hypothèses entraînent de t;'randes simplifications; elles donnent,

en efl"et,

Les équations (i35) se réduisent alors aux suivantes

OKJ"{t)-\-M.g"(l)-i-
I

p-^cos(N„,j7)<'/s,3=o.

3lL ff"(i)—M,/"{l) + p-^ cos(N„,_r)'^«n=o,

/' à'-'i
ç>gsli{t) + ;)H /("( -t- / P -Tri i'<>-(>i„. z) ds,^=o,

(102) 1 [pgJx^SKsi-L Z')]l{i)+i:,l"{t)-M,g'\t)

-H / p-^[yoCOS(i\o, Z)— 3„C0S(N„, V)]rfîj3=0,

[p^/,.-+- aiL g(7. - Z')] mit) + J,. m"(0 -f- M,f{l)

+ / p -j^i^^o c"s( No, .v) — .r„ cos(N„, s)] ds,i — o,

i.n"(l)+ j p-jyI'^'o cos(No. 1) — j'o cos(No, a;)] f/.«;-,=r o.
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La quantité ^ garde la forme donnée par l'égalité (i 3iS ); l'éga-

lité (8), qui fait connaître ~, se réduit ici à

(i53) & = 31V(F^-hG^-hH=) + 2M-(MF— GL)-i-J;,L'-i- J,.\P^ J,\'.

Supposons niiiinlenant que les parois du bassin où 1(" flotteur se

trouve primiliveiiient en équilibre admettent également les deux plans

de symétrie zOx, -Or; cette hypothèse n'exclura pas le cas où le

flotteur est à la surface d'une nappe d'eau infiniment étendue suivant

toute direction horizontale.

Le problème ainsi restreint admettra trois catégories particulières

de solutions que nous désignerons respectivement par les noms de

vibration verticale pure, de roulis pur et de tangage pur.

1. ^ iBRATio> VERTICALE PLRE. — Lcs équations ( 1 J2 ) uous permet-

tent de prendre constamment

/(<) = o. /«(0=o. /M M = o, /(0 = o. °-(i)=o,

en prenant en même temps pour ii{j;,y, z, t) une fonction qui ne

change de valeur ni lorsqu'on change x- en — x, ni lorsqu'on change v'

en — y:, et c'est ce qui aura assurément lieu, puisque cette fonction

est alors déterminée par les conditions suivantes :

1" Dans tout le volume que le fluide occupait au uioment de l'équi-

libre, on a

(i54) A'i = o;

2° En tout point de la surface g- par laquelle ce volume est conligu

au plan r = o, on a

^ ' ° dn Ot-

3° En tout point de la surface mouillée s^s du flotteur, on a

(56) ^+cos(No,;)//(0 = o;

4° En tout point de la paroi du bassin, on a

(07) ^^^o.
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Toutes les équations (i52) sont identiquement vérifiées, sauf la

troisième, qui garde la forme

(i58) pgsh{t) -^aK.h"(t) +
I

p-^cos(N„, =)fi'i-23=o.

Le problème particulier cpie définissent les équations (i ')4) à (it8)

prête aux mêmes raisonnements, aux mêmes calculs que le problème

général.

En ce problème, en vertu des égalités (i'^8) et(i V3), nous aurons

sim[)leinent

(,59) 3 = P«-.5H%

(160) S=r_:.mH^

En un mouvement du liquide associe au mouvement du flotteur, la

surface du liquide dans le bassin demeurera horizontale et s'élèvera

d'une quantité

La forme i? sera encore donnée par régalité

(,43) c~ = p„"i^tP.

Considérons un déplacement du fluide qui admette un |)otenliel des

élongations £^F et qui soit assocAé au déplacement £ H du flotteur.

Nous prendrons
<I'- = «Ï»H.

La fonction ^{x^y, :;) devra vérifier :

i" En tout point du volume 2, récjuation

î>," En tout point de la surface (t, la condition

S" \\x\ tout [)()inl de la surface .y.j, pai' laquelle le lloltcur esl continu
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au liquide, la coudition

{i63) ^^+cos(No, 3) = o;

4° En tout point de la paroi

(i64)
dJ^~°-

La quantité essentiellement positive

a les dimensions d'une masse; nous la nommerons la iiiassr Jlctue

associée au flotteur vibrant verticalement.

?sous pourrons écrire, dans le problème actuel,

(166) () = 3lL'H^

(167) (£'(«) =£^|A'(^)p.

En reprenant les raisonnements qui ont été développés dans le cas

général, nous trouverons que la plus longue période T, que puisse

présenter une vibration pendulaire verticale du flotteur est assuré-

ment supérieure à la quantité

•' oil + ;iil'

11681 T„=2 7T /

(^ette période est celle du uiouvemeiit pendulaire (pii satisfait à la

première équnticn firtiçe

(169) ^gsi^i-^tyit)-^ (0TL + .m')A"(O=:o.

T„ et, a fortiori, T, sont inférieurs à la quantité

I ?vir

I ( 1 70 ) T'. — ir.

V^-(--d
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qui est la période du mouvement pendulaire unique déiini par la

seconde, équation fictive

(171) pgs{i-\--^l,{i)-\-:^r<.lf{i) = o.

Dans le cas où la surface du fluide est infiniment étendue, on a

/na -H ••"'Il
'

(17-^^ T„^2-t

073) ^-^VS"^
Cette valeur(t73) deT„ est celle que fournit la méthode de Poisson

et de Duhamel.

II. Roulis plr. — Nous pouvons satisfaire aux équations (i52) en

prenant constamment

/U) = o, ,i,'-(/) = o, /((<) — o, «((^) — o. /((0 = o,

pourvu qu'en même temps la fonction 'K-x-, y^ r, /) soit douée de ces

deux propriétés :

1° Elle change de signe, sans changer de valeur absolue, lorsque

Ton change x en — j;;

1" Elle ne change pas lorsque l'on change y en — y.

Or, elle peut être choisie ainsi; elle est assujettie, en effet, aux

conditions (loi'i), (155)^(157); en outre, en tout point de la surface

mouillée s.,.,, du flolleur, on doit avoir

(171) ^ -r-[j„COS(-N„--) — 3oCO.s(\„. .)]/( n---0.

Les équations (1121 sont toutes identiquement vérifiées, sauf la

quatrième qui se réduit à

(75) [pgj.^ ^"^Si'^ - Z')] l{l)+ J^ <"(0

"*"
/ ° d^ [/o COS(No, 5) — C„ COS(lN„,y)] ^/ij3=: o.

I

Ce problème particulier donne encore lieu à des raisonnements et à
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des calculs semblables à ceux qui ont été développés dans le cas

général.

En ce problème particulier, les égalités (i38) et (i53) donnent

(.76) ^=[pé7.+ 31t^(Z-Z')]L^

(177) 2r=J^L^

En un déplacement du fluide associe au déplacement du flotteur,

la surface libre du liquide demeure immobile, en sorte que l'on a

(178) S = o.

Au déplacement cL du solide, nous pouvons a.woc/er un déplace-

ment du liquide qui dépende d'un potentiel tW des élongations.

Posons

La fonction $ devra vérifier l'équation de Laplace

('79) A«I> = o

en tout point du volume qu'occupe le fluide en équilibre ; en tout point

de la paroi immobile ou de la surface libre, on aura

(.80) ;rr=°;an

enfin, en tout point de la surface mouillée s.-,, du flotteur, on aura

(181) -r^ -^y,cos{N„z) — ZoCOi{No,y) = o

La quantité

a les mêmes dimensions qu'un moment d'inertie; elle est essentielle-

ment positive, à moins que la surface mouillée du navire ne soit de

révolution autour de l'axe longitudinal; dans ce dernier cas, elle est

nulle. Nous donnerons à cette quantité le nom de moment fictif

d'iiicrllf. par rapporta l'axe longitudinal.

Journ. de Math. (6' série), torne VII. — Fasc. I. iijii- ' I
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Nous aurons, dans le cas qui nous occupe en ce moment,

(i83) = J:^L'-,

En appliquant alors à ce cas particulier les propositions démontrées

dans le cas général, nous obtenons les théorèmes suivants :

Si la surface mouillée du na^^nre esl de révolution autour de

l'axe de plus petite inertie de l'aire de la flottaison, la période T^ que

présente un roulis pendulaire pur est unique et a pour valeur

(i85) r,= 37tl/ :

p.~jx-*- 3'"^ gy'i' — 2'

5/ la surface mouillée du navire n'est pas de révolution autour

de l'axe longitudinal, le roulis pendulaire pur peut présenter une

infinité de périodes dont la plus longue, T,, est assurément supé-

rieure à la quantité

(.86) T„:
-v P̂é7x-t-31V^(Z-Z')

et. (t fortiori, à la quantité

T„ est la péiiotle du mouvement pendulaire qui intègre la première

équation fictive

(.88) [p^y^+3rL-(Z-Z')]/(0 + (J.-t-J.)/"(0 = o.

T^, est la période du mouvement pendulaire (]ui intègre la seconde

équation fictive

(.89) {pgjx+ ••)I^ ^(Z - Z')] l(t)+i. l"{t) = o.

Cette dernière est l'équation qu'ont étudiée Poisson et Duhamel.

A (juel point la connaissance de la (|uantilé T|, renseigne incom-

plètement au sujet de la pins longue période 'I', du roulis j)ur, nous

allons le reconnaitn' par les considcralions suivantes :
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Imaginons, tout d'abord, que la surface mouillée du navire soit de

révolution autour de l'axe longitudinal; la période véritable du roulis

pur, donnée alors par Tégalité (i85), est égale à la quantité T'„ donnée

par l'égalité (187),

A ce navire, ajoutons des quilles dont l'épaisseur et, partant, le

volume et la masse soient négligeables; l'adjonction de ces quilles

ne modifie en rien la valeur de la quantité T^ donnée par l'éga-

lité (187).

En revanche, le moment fictif d'inertie J^., nul avant l'addition

de ces quilles, est rendu positif par cette addition; To a maintenant

une valeur supérieure à T„; a fortiori en est-il de même de T,, qui

est désormais supérieur à T„. L'addition des quilles a donc sûrement

fait croître la période la plus longue du roulis pur du navire; l'emploi

de la méthode de Poisson et de la formule (1H7) ne permet pas de

prévoir celte inlluencc exercée par des quilles sur le roulis; la for-

mule (186) fait prévoir l'existence et le sens de cette influence, mais

elle ne permet pas d'en évaluer la grandeur.

III. Tangage pur. — On pourra vérifier les équations (i52) en

faisant constamment

J\t) — o. g{l)=zo, /((0 = o, l{t) = o, n(t) = o,

et en prenant pour \/(x,y, z, t) une fonction paire de x et impaire

de y. On aura alors un langage pur qui se traitera exactement comme

le roulis pur. La période la plus longue T, que puisse présenter un

tangage pendulaire pur, en un flotteur dont la surface mouillée

nest pas de révolution autour de l'axe transversal, est assurément

plus grande que la valeur

attribuée à cette période par la tliéorie de Poisson et de Duhamel.

En résumé, les objections de principe que Clebsch a élevées contre

la théorie des oscillations des corps flottants développée par Poisson et

par Duhamel sont pleinement justifiées; les suppositions admises par

cette théorie sont gravement erronées. Cependant, les conséquences
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auxquelles elle conduit ne sont pas toutes à rejeter. Les conditions de

stabilité qu'elle a formulées sont exactes. Appliquée à un navire

doublement symétrique qui flotte sur une mer illimitée, à chacune des

trois sortes d'oscillations pendulaires simples, vibration verticale pure,

roulis pur, tangage pur, elle attribue des périodes déterminées; ces

périodes ne sont pas égales aux plus longues périodes des oscillations

véritables; mais on peut toujours affirmer que celles-ci sont respective-

ment supérieures à celles-là.
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Sur le mouvement d'une bille de billard

avec frottement de roulement;

Par m. Paul APPELL.

1. Le problème du mouvement d'une bille de billard, avec frotte-

ment de glissement, est classique ('). Mais il paraît intéressant d'étu-

dier le mouvement plus complètement, en tenant compte également

du frottement de roulement, qu'on peut négliger dans une première

approximation.

2. Prenons comme plan ^Oyj le plan du tapis, comme axe 02^ un

axe perpendiculaire vers le baut. La bille, étant supposée composée

de couches concentriques et homogènes, a pour centre de gravité G le

centre de figure : les coordonnées de ce point sont ^, y], "C = R, en appe-

lant R le rayon de la bille. Soient (ixyz des axes parallèles aux axes

Hxes menés par G;p,q, r les composantes de la rotation instantanée w

de la bille par rapport à ces axes. Désignons par V la vitesse de la

molécule de la bille située, à l'instant i, au point de contact A avec le

tapis, et a l'angle de V avec l'axe O^ : les composantes u, v, «• de V,

suivant les axes, sont

(i) M = Vcos«, ç'=Vsin<3£, w = o.

On a, d'autre part, en considérant cette vitesse comme résultant de

la vitesse due à la translation des axes Gxyz et de la rotation instan-

(') Voyez, par exemple, mon Traité de Mécanique, t. II. — Ontrouvera des

indications bibliographiques dans VEncyclopédie des Sciences mat/iématiques,

IV, 6 : Elementare DynanM der Panklsysteme iind starren Kôrper, von Paul

Slâckel, p. 653.



8G p. APPELL.

tanée de la sphère, par rapport à ces axes,

(2) " = ; — '/R- i' = r/ -!- /> R,

les accents désignant les dérivées de ç, r, par rapport à /.

Désignons de même par iî la pi-ojection Iiorizontale de la rotation

instantanée w de la sphère dans son mouvement autour de G. Le vec-

teur 12 est issu de A, et il a pour projections

(3) yc» =r îi cosjj, (jr^riîsinS,

où !3 désigne l'angle de Q avec Oç. La réaction normale n du plan sur

la sphère est verticale ascendante et a pour grandeur n = mg^ où m est

la masse totale de la bille. La force du frottement de glissement, à

l'état de glissement, est une force F, dirigée en sens contraire de V,

ayant pour intensité fn ^= //ng, où / est le coefficient du frottement

de glissement; cette force F a pour projection

\ =r—y/no-co5 3t, Y=

—

fmg sinx. . Z =: o.

L'axe du couple du frottement de roulement est un vecteur H dirigé

en sens contraire de Q, ayant pour grandeur on = omg, étant une

longueur appelée coefficient du frottement de roulement (Voyez

Traité de Mécanique, t. II, Chap. XIX); cet axe de couple H a pour

projections

L^ — ow^cosS. .M = — owi^'sinS, N ^ o.

Enfin le frottement de pivotement se traduit par un couple dont

l'axe K est dirigé en sens contraire de la composante verticale /' de

la rotation instantanée eu de la bille; il a pour grandeur img, t dési-

gnant un coellicient linéaire appelé coefficient du frottement de pivo-

tement.

Dans ces conditions, en supposant qu'il y ait à la fois glissement,

roulement et pivotement, on a, pour les écjuations du mouvement,

(
wi''=rX, my/"= V,

(5) mk- r'^±img,

où il faut prendre — si /• est positif et -l- si /• est négatif. Les accents
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désigner! l des dérivées par rapporl à /, el ////.- le moment d'inertie de

la bille par rapport à un diamètre.

Supposons, pour fixer les idées, /•„ positif; la dernière équation,

avec le signe — , donne alors

k^{r -,;) = - tgt-

donc, à l'instant

t — ^' '"
,

le pivotement est nid : il reste ensuite nul. Il suffit donc d'étudier les

quatre équations (4).

Calculons les dérivées u' et v' de ii et r par rapport à

w'= 4" — R7', c'^ Ti" -H R//;

nous avons

. V f R-
\

R .,

ou, en remplaçant X, Y, L, M par leurs valeurs,

^^^
j , ^ / R^\'. Rô
c'=-/i,' i-H — I sina

Comme « = Vcosa, v— Vsina, ces équations deviennent

. , R'\ Rô
V" cosa — V sir

/ R«\ . Ra ^V sina + V costxoi'^z—fg ( ' + "p-
)
^"i« — -rr» cosp;

d'où

I

\a'=:— — ^cos(P — a).

D'autre part, dans les é(|uati()ns { ')), rpm[)la(;ant /? el y par ii cos ji
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et Osinjil, nous avons

£2' sin j3 -t- £2cos^P'=i h- v^^o'cosa — --gs,\n^;

d'où

(8)

Ces quatre équations (7) et (8) présentent une symétrie digne

d'attention entre le glissement et la rotation; elles donnent V, Q, a

et ^ en fonction de t et des conditions initiales. On aura immédiate-

ment, une fois ces quantités connues, u, c, p et q, puis ; et yj par des

quadratures.

Ces équations subsistent tant qu'il y a, en même temps, glissement

et roulement. Elles doivent être modifiées à partir du moment où l'on

aurait constamment V = o (pas de glissement ), avec ù. =k o, ou i2 = o

(pas de roulement) avec V :^ o; le dernier cas n"a qu'un intérêt mathé-

matique, car, en réalité, si à un instant on avait D ^ o et V ^ o, le

roulement reparaîtrait immédiatement. >ious reviendrons sur ces cas

plus loin.

3. Vériftiation pour le ras classique où l'on néi^li^e le frollemenl

de roulement. — Si l'on suppose = o, on a

donc a reste constant. La vitesse de glissement V est parallèle à une

direction fixe qu'on peut toujours prendre pour direction O^, de

façon que a = o, m = V, p = o. La grandeur V de la vitesse de glis-

sement est alors donnée par

elle s'annule au boni d'iiM li-mps fini, puis reste nulle.
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On a en même temps, d'après (4),

p ^Çl cos (3 = Ha COs [3o,

ej =ziî siii (3 =;^ ,:,'< + H„ sin p„,

jusqu'au uioment où V = o.

Ou a de plus

Y)'= -- Ri2o cosj3„;

d'où l'on déduit, en intégrant, le mouvement parabolique du centre,

jusqu'au moment où Y=:o.

4-. Cas analogue obtenu en supposant le frottement de glisse-

ment nul et le frottement de roulement différent de zéro. — Au
point de vue analytique on pourrait supposer /^o, o^o; mais ce

cas est purement idéal. On aurait alors

(3' = o, (3 = o,

en prenant Oi parallèle à O : puis

Q. a donc une direction fixe et s'annule au bout d'un temps fini
; /? = O,

q=. o. Les équations ((i), où/= o, ^ = o, donnent alors

(/ =^ V cos a ^ Vo cosa„,

R,, Rô ., .

Les expressions de i' et i\ deviennent dans ce cas

ï'= Vocoso(„,

Y)'= Vu sinaj — lioR,

ce qui donne un mouvement rectili^nio uniforme pour le centre.

15. Avant de discuter les équations générales, remar(|uons qu'au

Journ. de Math. (
(>• série), Imne VII. - Kasc. 1, 1911. I-
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point de vue des Mathématiques pures, il y auiait différents cas à dis-

tinguer suivant les grandeurs relatives des coefficients.

Nous n'envisagerons que le cas réel du billard ordinaire, dans

lequel le frottement de roulement a une importance beaucoup plus

petite que le frottement de glissement. Nous admettrons que le coeffi-

cient S est assez petit pour que

(9) â</R-

Dans cette hypothèse la discussion se simplifie comme il suit.

6. Cas où la rolation i2„ est nulle à l'instant initia/,.\\ étant dif-

férent de zéro. — Dans ce cas, la rotation ne peut pas rester nulle :

nous allons voir en effet qu'on arriverait à une contradiction en ima-

ginant un mouvement avec glissement sans roulement. Dans cette

hypothèse i2 = o, le couple du frottement de roulement devrait suivre

les lois du frottement de roulement au repos : l'axe de ce couple serait

un vecteur H,, appliqué à A, opposé au sens faisant avec O^ un certain

angle [i, et ayant pour grandeur o, m^', ô, étant un coefficient linéaire

moindre que â, o^^ù.

En écrivant dans cette hypothèse les équations du mouvement, on

aurait des équations de la forme (7) et (8), où oserait remplacé par S,

et il par zéro. Les équations (8) donneraient en particulier

cos((3 — « ) =0,

/Rsin((3 — a) — ô, = o.

La première donne ^— a = - ou — . En portant dans la deuxième

3:1
équation on voit que [i — a ne peut pas être égal à — > car les deux

termes seraient négatifs. On doit donc avoir fi— a = -> d'où

Mais cette relation est impossible, car

ô,^o et â</R.

Donc le mouvement supposé, glissement sans roulement, est impos-

sible; tant qu'il y a glissement, il y a en même temps roulement.
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7. Cas où le glissement est nul à l'instant initial V„ = o. — Si,

au contraire, le glissement est nul, à un certain instant qu'on peut

toujours regarder comme initial, le glissement reste nul par la suite.

En effet, nous allons voir qu'un roulement sans glissement vérifie

les équations du mouvement. S'il n'y a pas glissement, la force F du

frottement de glissement vérifie les lois du frottement de glissement

à l'état de repos. Cette force a une direction inconnue a priori; nous

la supposerons de sens opposé au vecteur ijui ferait un angle a

avec O;; elle a pour grandeur

/, étant inférieur ou égal à/,

/. = /•

Dans ces conditions, les équations du mouvement conservent les

formes (7) et (8) avec V = o, /étant remplacé par/, .
Les équations (7)

deviennent alors
cos((â — a) — o.

Il faut prendre encore ( 3 - a) = ^ pour que la seconde équation

puisse être satisfaite
;
puis on a

,
par la seconde.

(10) •''— R A'

valeur de/, qui est bien inférieure à/, car
j^

est supposé inférieur

à/(n''3).

Le mouvement persiste donc dans ces conditions :
V reste nul,

P
_ a = -, et/, conserve lavaleur constante ( 10) inférieure à /.

Les équations (8) montrent alors que ^' = o, ^ = p„, et que

il':

ou, en remplaçant/, par sa valeur (10),

fier

B'-t-A-"
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12 diminue donc proportionnellement au temps et s'annule au bout

d'un temps

<, = Î2„ :^

og

Les coordonnées du centre sont données par

car u = (' = o. On peut supposer [3 = o. Alors p = iî, q = o. Donc le

centre est animé d'un mouvement rectiligne perpendiculaire à la direc-

tion de la rotation instantanée, uniformément retardé. Laccélération

de ce mouvement est

ÔR
Yi"= - R/>' = — Ri2'

R* + A - '

8. Cas général. — Supposons maintenant que V^^o, i2„ "> o.

Au début il existe, à la fois, un glissement et un roulement.

Les équations (7) et (8) comuiencent par être applicables, jusqu'au

moment où l'une des deux grandeurs V ou O s'annule. Si ii s'annule

avant V, à un instant t^, immédiatement après (2 cesse d'être nul,

d'après le cas particulier du n° 6.

Si, au contraire, V s'annule, il reste tml, d'après le cas examiné

au n" 7.

Or les équations du mouvement montrent que Y diminue constam-

ment et s'annule au bout d'un temps lini. En efl'et,

sin(3 — a ) i I
;

donc la première équation (7) donne

et, comme
Ô</H.

a fortiori

donc

V-V„ <-/:,'<,
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• V
et V s'annule au bout d'un temps moindre que --A . A partir de ce mo-

ment, le mouvement se fait suivant les lois du n" 7.

Les équations du mouvement admettent une intégrale qu'on obtient

en éliminant sin(ji — a) entre la première des équations (j) et la

première des équations (8) : on a ainsi

où le second membre est négatif à cause de riiypollièse o <;/R. Pen-

dant la période considérée du mouvement, où V et il sont difiérents

de zéro tous deux, la quantité

/V - d9.

diminue donc proportionnellement au temps :

(.i) /V - Ôi2=/V„- ôo, - [/=(, + J!)
_ ^'jgt.

Nous pouvons également l'emarquer la forme que prend i'éijuation

des forces vives. La force vive totale est

ni[t''--h-n"^-i- /y-{p--+- q- -f- rM],

c'est-à-dire

2T = m[V2-t- \\'9.-+ 2Rl>Vsin(,3 — a) + /.-(ii^+ '')].

On a alors

(H = — mfg S dt — m Sffildlzts nigr dl

.

OÙ le signe devant le dernier terme est contraire à celui île /•. Dans

cette relation les termes en ;• se détruisent. I^e second membre est

essentiellement négatif : la force vive va constamment eu diminuant,

et cela dans toutes les phases du mouvement, jusqu'au moment où la

bille s'arrête.

Signalons encore la relation

^[o\.-„s(3-«)] i>vcos(^_«)[-:—A^-^J.
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Le coefficient du second membre est essentiellement négatif; la

valeur absolue de
fiVcos((3 — a)

va donc constamment en diminuant; elle s'annule au bout d'un temps

fini, car V au moins s'annule, comme nous l'avons vu.

On peut enfin être renseigné sur le sens de la variation de p — a,

en remarquant que [5l' et a sont de signes contraires et qu'on a :

où le coefficient de cos ([3
— a) est positif. Par exemple, si l'angle p — a

est d'abord positif et aigu, il augmente constamment et devient droit

en un temps fini, parce que U << \ „ — fgl.

9. Problème de l'intégration. — Nous avons donné des indica-

tions qualitatives sur la marche généiale du mouvement. Mais il

reste à résoudre le problème de l'intégration des quatre équations (7)
et (8) définissant V, O, a et ^ en fonction de /.

Posons pour abréger

a, b, c sont des constantes positives qui, dans le problème réel, véri-

fient les inégalités

a> b>c,
parce que <[ /"R-

Les quatre équations (7) et (8) s'écrivent alors

dt

doc , .

r —7- =r— COS'J,
dl

('2) '' dy
, . a

-r- =z bsind ~ c,
dt

•^ de
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Ecrivons-les

(,3)
'^''

=z
''y ^ "^^ = ""^^ = ^'^

=-/f;— a + Asin9 èsiii9 — c f> a ^ a il' '\ c— roN 9 — cos fj h\ h - cos b

y -^ •'' .'

nous aurons, en égalant les deux premiers rapports au cinquième, les

équations

I
dx XY I r ^ \

(>4)
a- + y

ad .r 4- y
'

o cost^ /

qui définissent x ety en fonction de 6.

Ces équations étant supposées intégrées, la relation entre et ^ est

donnée par l'équation

dr dx
dl dl

y— X ^^ {a — c)t +- Vo— Xa ;

on a ensuite

*"*cosi9
,

da. ^ — dl,
X

d'où a par une quadrature.

Enfin

(3 - « = 9.

Il s'agit donc d'intégrer les deux équations (i4)-

10. Cas particulier. — En se plaçant au point de vue purement

analytique, on a une intégration immédiate, si a = c. Posons alors

-^ h. Nous avons l'intégrale

y-x-k,

où A est une constante. La première équation s'écrit, en remplaçant

y par x -+- A,

x(x + \) ' \
*'

cos

9
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d'où
c

X- ( ^ -h Â ) =

On a ainsi y — x el yx, et Ton peut calculer j; et ^ en fonction de G.

II. Rédurliori à rintégralio/i d'une cquafion (Viin type connu.

— Faisons d'abord le changement de variable

Les équations prennent la forme

, J?r , ry
,

a; = — > y= —^^

—

t.,

./ -t- r J" + '

OÙ A peut être considéré comme une fonction connue de ^ et où x'

et y' désignent des dérivées par rapport à o. On en déduit

j:.r'

Y ^ ^.x . y ^ ,'
•' •' X — x'

Éliminant j', on a

Posant enfin

X = 6''
,

z désignant une nouvelle fonction de ^, on a l'équation

Cette équation rentre dans un type étudié d'abord par M. Roger

Liouville, auquel j'ai consacré une monographie détaillée dans le

Tome V de ce Journal, iHiSç), pages 36 1-423. On la ramènera aisé-

ment à la forme normale indiquée dans cette étude.
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Sur 1rs rrniatidtis du uKuivcinciit d un lorps sotidc

Pau m. E. STLDV.

iTia'IllII |ii)l M. I\. fiARMI.RJ

M. Studv a introdiiil, jmiir drliiiir la position d'un sfilide. un

système de liuit coordonnées lioniog('-nes liées par une lelalion

quadratique, analogue aux si\ coordonnées d'une droite d'après

PliickerC ). M. Appell ayant demandé à M. Study s'il avait calculé

l'énergie cinétiipie T des corps, dans son système, en vue des appli-

cations possibles à la Dynamique, a reçu en réponse l'exposé suivant

que nous sommes heureux de re[iroduire.

(.\oLc 'le In Hcdarlinii.)

Nous déllnirons la position d'un solide mobile par celle d'un Irièdre

de coordonnées rectangulaires (;-\ invariablement lii' au cor])S.

Soient jKm >'25>', les coordonnées pur rapport à ce trièdre d'un point

quelconque du corps, et ./,. '•,. .', les coordonnées du même point

par ia[)porl à un second Irièdre de coordonnées (x-), que nous regar-

derons comme Jb-c, et qui est orienté comme le premier Irièdre. Le

passage 1x7 J des coordonnées .r, aux coordonnées jt s'elVectuera à

l'aide d'une transformation orthogonale /jroyO/-e S (c'est-à-dire de dé-

terminant i), dont nous écrirons les coefficients sous forme de frac-

') Comptes rendus, 1910 ( \oles de MM. Studv et 13iicaid i

Jouin. de Math, (b- série), loiiic \ll. — l'asc. 1. niu.
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lions avec un rlénoniinaleur commun :

«(,0/2= a-20-t- «'21-^1 + «22^2+ «23^3:

«oo.)'3=«3n+ "31-i'i + a:,^j;^ + UisO:,,

Les coefficients de la transformation inverse S~', qui en'ectue le

passage
(
yx \ des coordonnées y/^ aux coordonnées x,, seront désignés,

en conséquence, de la façon suivante :

i ci„„a-, — «„,-+- </ii Ji + «21 J-2+ «31. >'.->.

(2) } "(10-î"5= «02+ '^12/1 -t- «2y2+ «3273.

( «oo-''.i — «,.3 + «i-i/i -^- «23.v.-, + «731 r^.

Les seize coefficients homogènes a,/; [i, A' = o, i, 2, 3) sont liés

d'ailleurs par certaines équations algébriques qu'on vérifiera toutes

identiquement en clioisissant huit paramètres liés par la relation

(3) a,, ;3„-(- 3!| p, -+- «2 132+ Ot:lp3^= o.

et en calculant à Taide de ces paramètres les seize coefficients cin, par

les formules suivantes :

/ ao(,= (xl-i- (y.]-\- (xi-h xl.

I «ii^a^-f-aj — al— «i;,

I

«22— «S— aj-i-aj— îtj.

(4) /
033= «^ — a; — a;+ a^

1 «23=: 2 («20:3+ a„ a,), (732= iiajas

—

x„c.,),

I 0-31= 2(0:33:, + aoS!,). «,3= 2 (0:3 a,— «„ Ko).

rt,2= 2(3!,a2-t- «,,«3). c/,, --= 3(o:|at2 — 5:0 «3) ;

I

a,o— 2(a2|33~ «î^j— «oPi-h «,Po)-

l a5„=2(a:j(3,— aiPa— ao(3ï-l- «jPo).

«3,,= 2(a,|35— aoiS, — «0(33+ «3^0)-

«„,= 2(yj(33— 5:3,32-1- 3:„f5,-- a|,3n).

«0!= 2(0:3^1 — «ijSa-t- o:„p2— «2,3o),

«03= 2(a||52— a,;5i-r «oPa— Otj^So).

De plus, les mêmes |)aramètres (a, [î ) permettent d'exprimer d'une

façon loul à fait seml)lal)li' les formiili.'s de transluiination analoiines

(5)
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à ( i) et (-2) pour les coordonnées de droites et les coordonnées lan-

gentielles. Désii^nons par ^,, ^j, ^5 les projections d'un vecteur sur les

axes lixes (a;), et par rj,, ïj.^ t], les projections du même vecteur sur

les axes (y); il vient alors, d'après (i)et (-2),

(6) ., (/.:=!. 2, 3).
( «00 i/.- = «l/,''/l H- «2/ ''•> -1- «3/.- '03

et si l'on pose, en outre,

1',,,=^,-
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zéro; autreineiU dit, si nous nous limitons aux domaines rôels, les

parami'tres a„, a,, a., y.^ ne peuvent tous être nuls, (^n voit de plus

que les équations ( '\), (3) et (V) donnent toujours, pour les rapports

des iuiit paramètres (a, 3), une solution et urif sriilf: en outre, pour

passer de la transformation S à son inverse S ', il suffit de remplacer

respectivement les huit quantités

par les liuit (jimiitités

Enfin, l'emploi des paramètres (a, ^) permet d'effectuer d'une

façon très simple la composition des transformations orthogonales.

Soit, en effet, S(a, 3 ) la transformation qui fait passer du système de

coordonnées (.r) au système {}'), et, de même, S'(a', ^'j la transfor-

mation qui change (y) en un troisième système ( z)\ le passage de (a.-)

i\(z) s'ellecluera au moyen d'une transformation orthogonale S"

appelée, comme on sait, le produit des deux premières : S" = SS'.

Or les paramètres (a", ^") de cette transformation composée se laissent

expi'imer par les formules suivantes :

(12)

y.„ j:^,
— a, a

I

— y., y.„— aj st., — a„

y-„y.\ -;- 3!, «u -i- a. a., — îtjat., -= y'[

y.„y.., -+- y-iV-n -r- x-tx] — a, a ,
r= a'j

3t,i3(,--)- 3!.-,3c„ -i- X, x\. — y.^y, -^ y"..

(r3)
a„;3', + a, p; -H xjP;— «jô; -»- %x^ -+- ,3, «; -t- p._x.^ — ,33a. — (3';.

«oi^'j + «2,S'„ H- «3p', — «i P':, H- i^oa't -t- Pï»'» + p3«'| — ;3, a, — (3;.

I aoS'j-t- czjS;, -r sf|S', — «2,3', 4- |3„a3 + 33 3(„+ 3,3!'^, - jjjt', = p,.

Les formules (12 ). déjà connues de (^auss, ont été retrouvées plus

tard, indépendamment ( anlitnt cpie nous le sachions), par C.aNlcy et

llamillon. Klles sont connues sous le nom de llidorrnu' de multipli-

cation (les qiiatrrnions. 1 )e même, l'enseinhle des formules ( 1 a)et ( 1 3 )

exprime le théorème de multiplication d'un système de grandeurs

complexes : c'est un des systèmes considérés dahord par (llitTord

sous le nom de bi(jii(iteriiions.
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lîeliiliveiiir>nt à la lliéorie des parainèlrf> t a, 3), nous iciivoyoïis

à un MiWnoiic di^s Mallicrnalischc Ainialcn ( l. \\I\, iH()i) el au

'liaili' : (ii'i)iiii-liii' dcf Ihiidiiicn ( Leipzii;', i()o'i ), où lOn Irouvt'ia

des applications à la < jiK'inal i( juc

Supposons niainliMiaul i|ui' les paramètres (a, ^ ) soient des fond ions

données d'une vaiiahle / (pje nous regarderons comme la nicsiiif du

triNits, ces fonctions étant d'ailleurs continues et possédaiil des di'-

rivées des deux premiers ordres au moins. Le corps solide (i' ) se meul

alors de telle sorte que pendant Félément de temps dl le point »'

passe de la position .' (pi'il occupait en l'instant / à la position voi-

sine X + d.r. \m Iransfoimalion infinitésimale coiTespondante est

manifestement
i - S(S- //Sr '.

où le sNuihole S -^ (/S désigne la transformation S(/ -]- d/ ) corres-

pondant à l'argument / + d/. Comme y se déduit de ' à l'aide de S.

la niêinc transformation intinilésimale, rappoitée au système de

coordonnées correspondant à la situation du trièdre )• en l'instant /,

sera donnée par

Ce déplacement inlinitt'-simal permet d'obtenir les coordonnées du

point .! -\- d.r dans le système de coordonnées
( y) qui corrrspoinl à

l'instant l. On peut le calculer suivant la règle donnée précédem-

ment [formules ( 12), (i ))|. Il est d'ailleurs loisible de négliger les

ternies (jui sont, |)ar rap|iort ii dl, d'ordre supérieur à i; on obtient

ainsi pour les paramètres ies[)eclifs de (S-t-^/S) 'S des expressions

de la forme

(i4) 1 -T
'- ^<lt :

- ^A„,r// : -'-X,->'li :
- ^A,,^^//

: o :
— \\.,,di : - '-^n '/' :

- ;^A,.w//.

où l'on a posé pour abréger :

, .\ =
5(J -t- a; -I- :z^ + a.^(=r flu„),

' N Au, — — a(3t2j!'., — Xja', — a„:z, -I- «,«„ ),

] N A.,3=- — î(x.,p'^— sîjij — a„3', -h a,3„— ;3,a'.,-i- .âjjt^-i- J,,^,— yi J<i>-



1
oyi — ;

A,;
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dont les coordonnées j'yt se calculent à Taide des formules (i). Nous

obtiendrons ainsi pour les coefficients de la transformation (r) les

équations différentielles suivantes :

1 dt\naa 1
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l'xrivons eiiliii les forimilfs analo;j;uos à ^17) et ( kj) pour les coor-

données tangentielles. Remarquons à cet efFel (|iip les oquations ( i )

et (10) entraînent l'identité

Hvpriinons que le preuiier uieuilirc conserve la nièuie valeur après

le déplacement infinitésimal pour lequel les composantes de la vitesse

ont les expressions (17); nous obtenons ainsi les écjuations suivantes,

analoj;ues à (17) et ( 19"! :

(2.)

1 777

I ^7

1'-^
:^ - Xj-, * -+ A,„ 7,.

Appliquées aux cas particuliers ( //„. //,, n .. //^ ) = ( 1 . 1,0,0)

ces formules donnent enfin les équations dillérentielles

'if V '7|io / \fai\ J '''«a \ "fin

(pu complètent le système des équations ( t8) et ( 20).

Dans toutes ces formules relatives à la CiiK'nuUiqiic [iiin\ nous

avons indiqué, en surmontant diin liait les Irltres j', Q, r, (pic les

figures auxcpielles elles se rappoilciil doivent iMrc considérées comme
appartenant à res[)ace //.'''. Il saisit donc ainsi du mouvement

apparent dont croit être témoin un obseivateiii- lii' invariablement au

trièdre mobile.

Les formules (18), (20), ( 2'2 ), dont la vérification à l'aide de

simples dilTérenlialions serait un peu laborieuse, sont très utiles dans

ra|)plicalion des paramètres (a, ["i ) à la Mécanicpii'. Pour ne pas allon-

ger ce travail nous considérerons seulement le cas le plus simple, celui

d'un solide libre, et, là encore, nous nous bornerons à la formation

des éipialions dinV-rcntifllcs M-iirM'es par les paramètres (a, [iJ ) et (|ui
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définissent le mouvement du corps. Ainsi, nous n'idjordcifins pas la

lliéorie de l'intéi^ralion de ces é(|iialions.

Nous reji'ardcrons le solide à étudier comme foi-mé d'un iiomlue

fini de points matéiiels isolés, ce qui n'implique, comme on sait,

aucune restriction dans riMioriC('' des problèmes de la D\namique.

Soient //!,, la masse du point V/,, l^ = '7, le vecteur qui représente en

j;randeur et en direct i*in la vitesse instantanée de ce point, et

^/,/, = i^/i ^^^^ coordonnées dans le système fixe fx); appelons /]/, le

même vecteur rapporté aux axes mobiles, et y)</, ses coordonnées dans

le système mobile (y). A l'aide des éléments précédents on |(eiit

former une <franrleiir ^comélriqiic 3 ou H, définie par six coor-

données, et qui est pour le solide l'analogue de la (piantilé de mouve-

ment d'un point matériel isolé; on ponirail l'appeler la (jiKuililr dr

muinrnit'til du solide (
'

) :

—01 ^^ — "'/i II/,. — !:i :^ —tn/,{.r.^i, ;.,^, — .r^ii ;>/,]•

H„, = :L/ti,,-n,i,- II?:! = -'»/,(, ''2/, -/i,/,— Y.i/rni/,).

rit

Les deux systèmes de composantes S,^, H,/, de la quantité de mou-

vement se déduisent l'un de l'autre par des substitutions linéaires

identiques à celles tjue nous avons établies précédemment entre les

coordonnées de droites P,/,. et Q,;;. Mais, d'après ( i(» ), les vecteurs r,/,

représentant les vitesses satisfont aux écpiations

T,,/, =: A03 — Ao;, Vj/, ~ A(,, Tj/,, ... ;

en posant, pour abréger,

M =1/11/,, VI;, = iw,,_)/,/,. M//.-^:-"'/,.)'/////!/,.

on aura donc les équations

, ll,„= M A.,;,- M, A„:,+ M, X,.

(23) M.,:,= M.,A,.,— M,.,A„.,+ M,,A,„"- M;,A,,+ .\1,,A.„- M,:,A„„

(' ) l-ii alleoiaiid, Iniputs.

Journ. de Math. (6- série), tome VII. — l'asc. I, igu. l4



on jjL'ul donc poser
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réciproquement, on sait — et il en résulte de la suite de ce travail —

que ces équations définissent complètement le mouvement. Passons

alors du trièdre fixe au trièdre mobile ; les équations (26) se transfor-

meront en les suivantes:

^-A„,H„,^ A„.,ll.,, :r-Y,„,
nt

( 27 ) (IH^ _ ^^^ ^^^ ^ ^^^^ jj^ _ _ ^^^ ^^ ^ ^^_ j_,^^^ ^ y _^^

at

Remplaçons dans (27; les (juantités H^ par leurs valeurs extraites

de (23), et nous obtiendrions un système de six équations difl'érentielles

du premier ordre où les seules inconnues sont les paramètres (a, p).

Par exemple, eu choisissant convenablement le trièdre de coor-

données (y), de façon à annuler M,, M,, M,, M,,, M,,, M,., on re-

trouve les équations d'Euler :

D'autre part, on peut transformer les équations (^G) tout en les

laissant résolues par rapport aux coordonnées des dynames X,/,
;

il

vient alors, d'après (S ),

rV„„E„| — r'i,ll„, I- "01 ll„2
•
" -l ""i'

servons-uons encore des éipiations {'ij
)
pour exi)rimpr les seconds

membres de ces équations en fonction des A,/,-; nous obtiendrons

ainsi :

flt{ \a„„l \a„„J \rtoo/ V'noJ)

et, dans l'hypothèse M, = iVL = M, = o, M.,, = M^, = M,, = o, le
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svstèiiie des énualions du mouvement prend la formesys equf

M~i^ ,P

(•->o) ^ -- ='
,li\ ,,„„ /

dt- *
(7,,,,

^•^1^) = '^-

\=,.

Les

ment

alors

(3.)

(([iiatmns dilTéreiilielles du mouvement vont s'écrire difTérem-

si l'on se sert de la forme découveitc par I^aiL^range: on aura

d
I
or

dt

d f ÔT

dl \Ôy.'l;

~^/.+ A^/

= iî^ + A
;

( / =;0. 1.2, 3)

(32)

(33)

NJ3„:

NiJ,:

•Ni3.:

Ni?,:

Na(i=: 2
;
— ;<, \„i — :x,\„,— jt^Xo, I,

N3,z=2; a:,, \,ii -^ 3t, \|,2 — a., Xo:, |.

X 2^ :=. :>.
)
— 3!:, \„i H- 5!„X„2 -f- 3C, X„;i I,

X3:,= 2; z,x,„-y,\,,,-^ 5!oX„, ;,

— ^, X„, — P^X,,, — 5:iX„, Xi X», — aCo \ ;|
— X:,\f,

3„ X„, + ,5;, X„, - 3î X„, +- x„ \ ,, "h >!:, X „ — ^, X ,

,

— 33X„|H- 5„X„,-i- ,3,X„:,— 3!,X,,+ z„X,i-+- a,X,,

,3,X„,— 3|X„. -H 5„X„;, -+- jtjX,:, — z,X.i, -h J!„X,2

N3„rr2;-5;,y„,-Z,Y,„-X,'»„3;.

X5l, ;^ 2
)

>:,i^,i| — -Z:!^ .15-- ^î^ilr, I,

X3j=:2| Z;, "^
„, + :z„ V,,., ~- :Z, Y„:i |.

\ vl.,= 2
;
— Xi V„i + 3(| ^ ,„ -+- a„ '^„.i I

,

— ,3, V„|— p-iYoi— ,3:,^,,:,— 3!,^'.., — itîY:,, - X,'\ ,j

3„V,„— ,3,Y„,+ 5î^„.,+ Jt.^ .3- ^:.'^.ii + 3!,V,,

,Ja^oi+ .Si„V,„— ^1 V„.n-'- 5!,Yj;,H- a„V;„— a,^ ,.,

— ,3aV„,-l- ;3, V„.j-t- |3„ V,:,— ^jVjjH- a, \:,, + a„Y,j



(34)
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On obtient ces foniiules on |)artant des relations

—J / (Jfij,- <)f>/,
<J^/; \

—J ( ()x/. ily-i. (Jy.,,
)

et en tenant coinpti- ('
) de ( 2 ) et( G).

Kécipro(juenient, on a les relations

y.„^„ T- ^, .S, -+ a-; -3., -1- j!:|33= o.

I — a, ,1,1 — 3C|, 31, — 3t;5 3, -+- 3C, -3:1= '. \„|

.

I — ^0,1,,-- an -3, H- 3!„2l.,— 3:, 213= î\„,,

— 3!.t3„
— 3(2 3 1

4-
y-i 3, -t- ao31;, == 2X1,3.

j:„i1„4- ^li', + 5!.,S,-I- 3e:,i3;, + {3„3„+ p,3i + (3, 3,+ i3.i-33=:o.

— 3!,i1„4-LZ„i\ -3:;,iV, ^ 3:,i5:,— :3,3„-H!3(,3,— ;333,+ ,3,a:,= 2X53,

— 3!,i3„+ 3!., il, -i- 3;„e,— ^liJj— i3,3(,H- p:,3,-+- (3„3, — ,3,33::_ 2X3,,

— 5::,i3„— j:.^, 4- 3t,iVj 4- a„i33— pa^o— [5, 3, 4- 1^,3,+
i^,,

3.., > \,_, ;

j!ii 3,1 + j(| 3, + y..,^, + 3:333=: o,

— 3:, 3„+ 3(„3, ~ 3!3 3j— a.,33= 2 Y„,.

— 3C;3„— 3!3 3| + 3:„3., + 3!, 33— 2 Y»,,

— 3C3 3„-4- 3c., 3, — a, 3,+ a„33= 2Y„3,

3:„ti„+ j;itl, + 3!,i3,+ 3:3e3+,3„3„+ 3,3,-+-;3,3;H-[33 33=:o.

— a, «3,,+ 3?„tl| -+- 3:,i3., — 3!2tV, — ;î,3„+ i3„3,+ iîl3 3j - ,3,33= 3Y,3.

— y..'i>„- 3:,,ïl, + 3^„tV,+ 3'.,i53- ,353,, — 333,+ ,3„32-4- 3,33^2^3,.

— 3:,i3„-f- y-i'&i
— y\'^:- ^i.i'.i — 3:, 3,,-i- 3., 3, — 3,3.,+ 3„33:i^ -'^ ,,.

Substituons aux %i, et (3;,, dans ces ê(juations, leurs valeurs tirées

de (3i): nous obtiendrons, en partant de la cinquième équation (34)

|ou (3.T )|, une relation linéaire entre les huit expressions ( 3 i ) :

(^^) I^'',.7^(ïï^)-;j3^.i-^l'-,;77(,;j3i)-^r"-

( 3d)

(') Ici encore, ruinai(|u<iiis (]iie les foiiiiule!. relatives aux Ô/, peuveiil se dc-

diiire par un procédé d'extension des formules relatives aux 3^.. Cf. Géométrie

der Dynmncii. %, ^8.



Ceci concorde bien avec le fuil que fious nous sommes servis de para-

mèLres liomogènes ; en effet, la relation (36) est une conséquence des

équations évidentes

OT , àTy 01 1 Oi

Les autres équations (^34) ou (35) reproduisent respectivement les

équations ( 3o ) ou (27). Eniin, la première des équations ( î'i) ou (35^

sert à définir le multiplicateur A, qui, d'après ( 36), dépend seulfiiinil

de la quaiilitc d>' woincnuml (ainsi, il est indépendant de la dyuamc

qui définit la variation de hi (juanlilé de inouvenient ). Or, on a mani-

festement

11 en résulte

V i
'^ / àT \ <n

\ ,, , V V ,3+A„,A„^A„3A„

( )ii obtient ainsi

(38) NA = - '.'.M
;
A,„ A„+ A„,A:;,-i- A„,A,, ;.

Remarquons enfin les relations sui\anlrs (pii peuvent servir :

, ^t^;; + ^; + -^o + ^5)- 1(^8, :^:!. -1-^^,1 i ('>,;, H ^i, + ^w^

' =
1 ( X„, \,3 -t- \„, \,, + \„, \ ,, )=--',( V,„ Y ,, -H \ „, V:„ -- V,,:, V „ ),

ainsi (pie l'c.vpi-rssion du hunail mis i-ii jeu pciidanl rclcmciil di"

temps dl :

(^o)
;
A„,Y33 + A„,Y„ H A„.,>,: + A,3V„ . A.,>„. -1 A,.A„, ;<//

=
;
«„ i3„ + y.; ij, H- 5=; a, -h -j:, iv. -^ ^„ ,i„ + >, a, + {3; a, -t- [î; -i,

j
rf'-
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l-'iiilrofliiirion des jiaianii'lie- ( a, 'j
i dari^ la il\ iiaiMii|iic ilii cnr'iK

siilidc ne (l(jil pas faire csiutit un iicilVclioiiiii'inriit dans la liii-oiii- i\r

1 iiiti'-giatioii fies (''(|uatiniis du rnouvetiH'iil : un tel |ii'ogiès rsl impos-

sible, comme le montrent les résultats déjà obtenus à l'aide des

paramètres d'Euler ou de certaines combinaisons complexes de ces

quantités. Mais l'emploi des paramètres (a, [i) est bien supéiieur à

l'application des formules classiques pour mettre eu lumière les rap-

ports de la mécanique du corps solide dans l'espace euclidien avec les

propositions correspondantes de la mécanique ftu/i ruclidirunc. Le

choix de nos notations a été fait précisément à ce point de \ue. Aussi

bien, dans le cas de l'espace non euclidien, ou dans les rotations autour

d'un point fixe, dans l'espace à quatre dimensions, il est beaucoup plus

avantai;eux d'introduire les paramètres analogues à (y., p^, car alors on

ne peut pas profiter des simplifications qui, dans l'espace euclidien,

résultent des propriétés du centre de giavité d'un solide. Enfin, même
dans le cas de l'espace euclidien, il y aura avantage à employer nos

paramètres toutes les fois qu'il s'agira d'interpréter géométriquement

les formules ; c'est ce qui arrivera, par exemple, lorsqu'on se servira

des quaternions et des biquaternions que nous n'avons pas introduits

ici pour i-endre notre exposé le plus élémentaire possible.
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\o/(i/io/is.

Counluniiées.

SyslL-ii

lixe.

l'oinl . .

Vecteur

UiiaïUili' tie iiiouvenieiii.

Muiivemeiit irilinilr>iiii.'il. .

\ V (n'a pa-^ /

( été employée) \

\ Ul, ifl. UJ

I ji. il, lv>.

\
ol, n-1, oS

I
'3. jl, 17

I, Ol, ou, o:i

/ 'i, il, l-.<

(loiiespumlaiicc ciilrc les nolalions dé uc liaMiil oi celles di

M. P. Slackel { EiicyrlopiKlif dcr Malli. \\'/.\sr/,sr/i.. t. IV. G) :

; r, ï Z, II, /., V, M, \, Z II /. V M N



I.A. REPRÉSENTATION DES GROUPES SYMÉTRIQUE ET ALTERNÉ. Il3

Sur la représentation linéaire Jwmogène

(les groupes symétrique et alterné;

Par .^I. .1. DE SÉGUIER.

Dans un Mémoire paru ici-même (
'

) sous le même litre, j"ai étudié

la Structure des figuratifs du groupe symétrique et du groupe alterné

de degré n. Peu après, M. Schur publiait dans le Journal de Crelle,

t. 139, p. i.t5-25o (1911), un Mémoire plus étendu où certaines de

mes assertions relatives aux cas n = G, 7 étaient contredites.

J'ai donc été amené à revoir mes démonstrations relatives à ces cas

particuliers, qui demandent un traitement spécial, et j'y ai reconnu

certaines inexactitudes que je voudrais rectifier. Je profiterai de l'oc-

casion pour ajouter quelques observations. Les notations seront tou-

jours celles qui ont été indiquées précédemment {M., p. 387 et

p. 4i3)(^).

1. Tout figuratif f,' du g' symétrique (/ = 4) T de champ 1, ..., /

a pour équations {M., 25)

a"-— y.. 6'=.3, (è«)'-' = y, (ab-^aby^o, (nb'J abJ)-=. i.

\ / . ... , .. .t\

(«)

la détermination de^ n'influant pas sur Q.

:0. I),

(') /. .)/.. 1910, p. 387-436. Je renverrai à ce Mémoire par la lettre )/.

(») Il faut lireL (2, 7:) an lieu de T {2, 7:) à la ligne 3 du n° US.

Journ. de Math. I G" série), tome VII. — Fasc. I, 1911. ' 'J
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Les transpositions de T sont toutes conjuguées, et à chacune d'elleT

répondent deux éléments de
(J
ayant pour carré a- = a. Or, si / :^ 6,

le système des transpositions de F est caractéristique, c'est-à-dire que

tout automorphisme de F transforme ce système en lui-même ( Holder,

M. A., t. XLVI, p. 345). Il est clair alors que les deux déterminations

de (j répondant à a; = o, 1 sont distinctes.

Mais si f^6, on ne peut rien conclure, parce que F a alors des

automorphismes contragrédients qui transforment ses transpositions

en si auxquelles répondent dans ç les conjugués des deux éléments

de a.b~-ab-.b~^ab^ |cj (Holder, loc. cit., p. 33()). Or, en supposant

X = I (donc ^ = i), l'un quelconque d'entre eux, tel que ab~- ab"'- ab~'-

a pour carré (ab^'-a) b~- (ab~-a) b~'- {ab~'- a) b~- = i. Les deux figu-

ratifs sont donc isomorphes (Cf. Schur, Cr., t. 139, p. i65 ).

On peut le voir d'une autre manière qui présente un intérêt parti-

culier. Considérons le groupe J = |L'(2, 9), |^', r,'| — g', d'ordre 2.720.

Les substitutions

(2) a = a\
«-;-!- r,

è=(7

où i est une racine primitive de Cg annulant i'- + i — r, vérifient les

équations (1) pour x = o et engendrent J (dont les facteurs de com-

position sont 2, 36o, 2). Les substitutions

(3) — i,-hi^-fi\
I

i^c-^Ti
I

vérifient les équations (i ) (où l'on remplace a par a' et b par //)

pour X = 1 et engendrent J. Donc ) est l'unique /iguratif t/r T.

2. Voici comment l'on est conduit aux formules (p.) et (3). On
sait que le gmo j^ (2,9), iC, Cl contient trois g-^g non isomorphes

.1^ =
I

XD, ii^!, J^'=jl!),J^'l isomorphe à F et j^" =
| X3, /Ç ;

(Holder,

loc. cit., p. 3'|3). Ecrivons a, b, c, d, e,f, g, h, k, i respectivement

pour I, /, i-, j', i\ i^, i", /', o, co. j^' représente le groupe des subsli-

tulions opérées sur les 10 g^ ;i23, 456|, )i24, 35G{.^ \^-^7 34(3!r

ji26,.345;, ;i3i, 2Ï();, ;r35, 2461, ;i36, 245;, |i45, 336|, ;i4(i,^35l,

ji56, 2341 de F quand on les transforme par F, et l'on voit, eu les
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désignant respectivement par o, /^, i', i, i", i% j', i*, j', ce, ou par

k, c, h, b, g^fi f/, e, a, /(alors iL^=ahcdefgh^=':j), que (')

fl'^12 correspond à <7/'. f/e.^/=: (C^) ( t^-;:^ ji

6 = 1 23456 à aliegdc . hkl =: (
^'

) (

i'^X.^'o-^ aceg.bdfli à 1 4- 2536,

t-hi = / ^^ ahc .bfk .deg à 1 56. 234,

— tr^ zi^'i^ ^ae.bd.fli.kL à i4-56,

Ç'= w ^ bd.cg.fh à 23.

Or o transforme

•/ en adb .cgi: .efli =^y'j'--/_o~-^

<i^ en ag .bf.ce .kl ^^ 'livf-^

w en ag .ce .dli^^dv:^-^,

et comme b = 'lyii [en posant o = (o--/)~' w-y-y et en désignant par

la même lettre les substitutions correspondantes de F et de
.^^'J

a= bwb~' , l'automorphisme correspondant de F change b en i34-56

et a en i5.2().'J4' Or i5-2G.34 est transformé en 12.34-56 par

25 =: ab''' ab'. j .ab^'^ ab'^ bl .ce .fk = (
Ç^ ) ( ^H —

)
= 9-

Donc, quand ou transforme r' par oO,

rt est remplacé par «'^ i 2.34.56 := «^^-«6^ 6- «6~'=: (06^-)'

= 6A.r/,-./„-=(Ç^)('i^),
\ '-; H- I /

t par 6'= 134.26 -z^ a .b^'-ab-.b^^ ab.a .a.bab~\a
^z^ ab^- cibah'^ ab~^ a

r= « /,-/( cdl .bef --(%'')(i^)

.

Les substitutions a, />, a , b' des formules (2), (3) répondent dans J

à a, b., a', b' de F.

(') On ne confondra pas les substitutions que je vais désigner par 17, b, avec

les symboles a, b.
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Il est clair qu'on pourrait vérifier directement que les équations(i)

sont satisfaites quand on y remplace a par a = (ab~'-y et b par

b' = air- a/> ab" air' a.

5. Le second point que je voudrais rectifier est relatif au cas parti-

culier 11=^']. Il s'agissait de savoir si le multiplicateur du g' alterné

est d'ordre 2 ou 6, et cela revenait à chercher s'il existait un groupe X
d'ordre '6.

r. (7 !) vérifiant

c^ — i. {caf—\, {cb-''aby-=i, (cb-'-ab^y =1, (cb'^ab^y= i

,

).3= 1 , a-n.a = b-n.b = c~'lc — l.

J'ai montré que, si X existe, il admet une représentation X' de

degré G3 et une représentation X" de degré 45. Mais, par suite de

fautes de calcul, j'ai conclu à la non-existence de X' et X". C'est ce

calcul que je vais reprendre brièvement en commençant par X'. Con-

sidérons les substitutions

aa—{(X,x^) {a3X^) {y.:,7:g) (a^aio) ( ««an ) («i^ais) («ija,: ) {aïolis) (').

Ca =:(3t,a2a-)(a3S(,2a8)(a.s!,,a,)(a5a,4a,„){s<,;a,50!,,),

qui vérifient les équations déduites de (4) en y faisant X= i et four-

nissent par suite une représentation du g' alterné {M., 28). Désignons

par aç, b^, c^ ce que deviennent a», b^^ c^ quand on y remplace les a

par des ?, et posons

rt„=a3trt<jrty, b^—b^b'fby, fo= CaCpCy,

(7,— («,(3,y,), À =r llj ' (7,-. .v — H\Wj; J = n5'a;-..

Si X' existe, on peut déterminer les .r, et les :;, de manière que

a^af,x, b = b„, c^=Cf,z vérifient (4). Les écjuations de la première

ligne de (4) donnent par la méthode indiquée( j*!/., 34)lescongruenccs

(') Dans l'expression de a^, a la page 43o de mon Mémoire, il faut iireajo.«ji

pour oc2o«2i. ^^ '3 pî'gc 429, dans la formule (55), il faut lire y = £'X'~*'~^'

au lieu de y =r £--^'-/'. A la page43i, dans la do(inilion de «3, . . ., «,5, il faut

lire partout y au lieu de .r.
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suivantes (mod 3) :

Les équations de la seconde ligne de (4) donnent, en tenant compte

de (5),

-16^

(6) ' ^11^^10

—

I ^ ^9 I ^ 5g, Z-^X^-i-1, ^6^ ^3 ^ I :r,.

Les Xj et les r,- sont ainsi déterminés, mod 3, en fonction de Xn, z^,

Zg qui restent arbitraires. M. Schur m'ayant communiqué (sous une

forme un peu différente) la solution répondant à x.^ = z., = o, Zg =— i

,

j'ai pu trouver plus vite où mon calcul était en défaut. Je ne reproduis

pas d'ailleurs ce calcul, qui est sans intérêt une fois la méthode indi-

quée. En faisant x.,, z^ et r, nuls, on a

a = flo ff
i
ff5 (75 (79 ff, „ (7| ,

= (a2«8)(a3a7)(ai3«i6)(«uaiT)(ai5ai8)(«jP9)(5!5yio)(«6Pii)

((32P,)(l33P7)((3,3a,e)(i3,;i3n)(?.5P.8)(^79)(i35=t,o)(;3e7„)

(•/s -/s) (73/7) (7137I6) (71*717) (7l57l8) (74=^9) (75P10) iys'Xll),

= (aia2.37)(a37i278) i'^i'Xnr'i) («ôaui^io) («6715711 )

((3,P2 77)(?3«,î«8)(î3;|3,379)(i33(3H7.o)((36«13«li)

(7i7i==7) (733i!.38) (71713^^9) (7s7u«io) (76?i3Pii)

(«173,7717) (3:i87l8pi8)(«197l9|3l9)(«203207-20)-

4. Pour former X', considérons les substitutions

«a= (3Cl«lî)(«2«l4) («3 3!») («5«15) («6«13)(a:«lo)•

6o(= (ai«ô«8a6«12) («2«15«4«lja7) («3«liau«IO«9).

C^ — (a, «5 «13) (a. «6 «g) («3«i; «10) («4 «Il «9) («7 «12 «11).

qui vérifient aussi les équations déduites de {i) en y faisant A= 1, et

fournissent par suite une représentation du g' alterné. On obtient
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celte représentation soit comme je l'ai indiqué (M., 37), soit en for-

mant, dans le gl^ des substitutions linéaires à quatre variables (mod 2)

isomorphe au g* alterné (Jordan, Traité, n° 516) Ag, le diviseur cor-

respondant au diviseur de Ag qui fixe un symbole (l'oir S., 70).

Posons encore, en gardant les mêmes notations,

<7,.= (a,.[3,-/,-), /,=:n|^cr„ .rrrHl^o-;-., : = n|^(Tf.

Si X" existe, on peut déterminer les a;, et les ^,, de manière que

a =:ao 37, Z' = Z>oj c= Co- vérifient (4).

Les équations de la première ligne de (4) donnent (mod ,3)

(7) 1

Celles de la seconde ligne de(/|) donnent, en tenant compte de (7),

( O ^ ^1 ^ -5^ -^5^ "6^ ^8^ ^131 ' ^ -Sa^ -9^ -1-21

(8) <-,, = ;,„= — .r,, z^ = x,+ i, z,-^= — z^.,= z.,= .i\_—\,

\ ./'s^ X.2 I ,

et a'2 reste arbitraire. En faisant a;^ ^o, on a la solution

a =rtoC75cr5a-r,o-8crf3cr?5 = («i «,2) («2^(1;) (a,«i„) (aalSg) {«57,5) (steyn)

(/l'/iî) '"/îyii) (77710) (73«8)(75pi3) r/cPia).

c — Co(73:j;cr7 0-9C-,2 3-,iC7;5 = («i =(52(13) ( ^îoîtc «s) («3715710) ( a^oc,, ,3, ) (a7(îi.,yii )

(,3,(3,(3,3) (?2,3ep8)(P3«i3^,o)(?i,3, 17») (?77."-^iO

(7175713) (75767») (ysl^lSpio) (7i7llC(9) (77 2<l!(3ll).

iî. Le figuratif (/ du g" alterné F contient un diviseur isomorplie à

U(2, 5). Car soit OU =: |£, Xj (£- = A^ ^ I , A£ = £A), le mulliplicateur

(d'ordre (i). Au g^o A déjà considéré (A/., 34) de (|'| Oit répond dans

(l'I !
a}, un g, 00 B qui n'est pas produit direct (puisque £ est le carré

des s, de B qui répondent aux s^ de A) et qui est par conséquent

isomorphe à U(2,5) (IIôldeh, M. ./., t. XLVI, p. j,')4-355). Le

^3.120^ qui correspond à A dans (,' est le produit dircci de lî par [À{

(HôLDER, loc. cil ).
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(i'
conlient aussi un figuratif F du g* symétrique, F étant défini par

i
«-=r£, b''z^s. (6a)'^£, (ab-^ a/j )'=z I . (ab~°-ab-y-z:^z.

(9) •

I
£-^i, o£ = ea, bi^^zb,

et isomorphe à jLl(2,3),|p^,=pr]|!(p- = — i )(M., 26). Car sans cela

les équations de {i établiraient entre a et b des relations autres que

les conséquences de F, relations qui résulteraient des équations de
(J

jointes à A= i. Or le groupe CJ^ défini par les équalions de (j' jointes

à A= t , n'étant pas le produit direct d'un g^^o simple par \i[ (puisque

£ est dans son commutant), est isomorphe à U(2, 9) (S., 92), et, en

identifiant les éléments correspondants de ces deux groupes, on peut

prendre

^ ^
I

?; + p-M
b — \~^'''^^''^\

c =
I

~^
I

— 9''''
I I

"^ P^ — P'^l I pï — '1
1

Le diviseur ]a,b[ de U(2, 9), vérifiant (9) et contenant £=;
|

— ç, — tJ

est isomorphe à F. Donc lés équations de Ç, n'établissent pas entre

a el d'autres relations que les conséquences de F.

Soient maintenant Çj le figuratif du g' alterné F et OR = Je, A|

(£- = A'=i, A£= £A) son multiplicateur. On voit de même que

(j'|;"a; contient un gjjj B isomorphe à U(2, 7), et
(J
un ga.asgC produit

direct de B par
;
Aj. y || A| conlient aussi un diviseur X isomorphe à

un figuratif du g^ symétrique défini par les équations de c^ jointes à

c= X:=i. En effet, (/loiî. contenant un groupe isomorphe au g' symé-

trique (défini par les équations de c,' jointes à £^ A^= c^ i), pour que

X ne divisât pas y|;A|. il faudrait que les équations de Çj jointes à

A= I entraînassent £^
1

, ce qui n'a évidemment pas lieu [Çf\ |
A| serait

d'ordre 7 (7 ! )]. On voit en même temps que X est isomorphe à G,

(M. ,26). Au g,., 20 X répond dans g un ge.^o Y dont le commutant

Q y a l'indice 2 ou 6. Cet indice n'est pas 2, car Y serait figuratif du

g^ symétrique. Il est donc 6, et A est hors de Q'. Donc Y est le produit

direct de () par ]'k[. Le même raisonnement montrerait, indépen-

damment des théorèmes cités de M. Hôlder, que le groupe nommé C
pour n=^6 ou 7 est un produit direct.

Il est clair d'ailleurs que, pour // >> 7, le figuratif <| du g" alterné

r contient le figuratif du g' symétrique (/=« — 2) pour lequel a = £.
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G. Il me reste à indiquer comment des équations que j'ai obtenues

pour les figuratifs du symétrique et de l'alterné on déduit celles de

M. Schur et inversement.

Posons, dans les équations (i) du figuratif du symétrique,

(lo) a = s„ b~'ab'=Si+i£"-'-''^ (i= i, . . . , t — 2);

d"où

(t-iY-it— i) _\ T— I si t = iz
( inod 2).

si t ^ 2Z -\- i

On aura

(A = i t— i ; i^ i , . . .. t — 2;j' = o ou 1).

(>0
i {SjSj+,,)^=S ou SjSj^,,= ESj+/,Sj

f (/• = !, ...,<-3;A-=2. ....<—y-i).

Inversement, en posant .?, =a, l) — Si_, Sr^.,...s,, on aura d'abord,

d'après ( 1 i),

donc

puis, par récurrence, en observant que

(,î, . . .S/,_i)s,,{S/,_,. ...?,) =r(5/,.Ç/,_,. . ..S.,)Si(.U.. .S,,),

^ /w-l.

(.?/,....?,)'= (5/,... .«,)'
-îi- • -^/(.«A. • •A-i)'"''£' ' ;

d'où, pour // ^ /=/— I,

(5,_,...i,)'=(5,_,...«2)'-'£
-^ =...

ou, en désignant par X le plus grand entier < -1

(12) (s,^i...s,y=E' ^ * -
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Donc

t ^=9.Z-\- J

On oblieiit rraillpiirs de suite

{ab-^al>i'-E-'^'+\ (a/>-JabJy-=e (J

Il est clair, d'après (ii), que le figuratif ;•?,,...,*,-,', contient

le fijriiratif \.Sf, f!h+^[\ (l'-i) permet de calculer Tordre des deux

éléments corres|)ondanl, dans ce dernier groupe, au cycle

(A, // -H i

,

// -H y -H I) de r et par suite l'ordre des éléments répon-

dant, dans ;«,, . . ., .y,
, J, à toute substitution de F.

Pour w>7 ou //=4i ^1 'es équations du figuratif du g" alterné

que j'ai obtenues sont :

/ a'- — t, //=:|3. (ba)'~'= y, {ab''abf= z\ {ab^J abJy— s, £'=i,

1 f*t= £'+•», {acY— s^+-, (cb-''ab''')-=E\

||3 = £ - -
. y = [3£y. t = n — '2 — -XT: + \ "u 2t;

* ' j / = 2 t; /: ^ \ , . . . , t — 2
;

x, y, ^ sont arblliaires.

I
Si «=: 5, il faut supprimer l'équation {ab^-'abjy-^^ s; si n ^ l\. ilfaul

[ supprimer toutes les équations où figure b [(/ya)'^'=ry permet alor^^

! d'exprimer b par «].

I^n faisant, dans les équations de la première ligne, le changement

de générateurs (lo) et en prenant x= z = o, on obtient un système

formé des équations (i i) où a; — o et des équations

(i4) c'=£, (acY=s. {0.1;,+,)-:= e.

C'est le système de M. Scliur d'où Ton revient comme précédem-

ment à (i^^ ).

Pourrt=(Jet 7, il suffit, dans (i'3), de remplacer ('•/>-- c/A'')- = £

par (cb~'-' ab'-y- = ik (X'=i, a-''\a — b~* /d) = c~' Xc = X) et, dans

(i^), (csj)^ = £ par (cvj)- = £X, le changement de générateurs restant

le même.

Journ. de Math. ((>• série), ti)nie VU. — Pdsc. 1. iqii i6





Sur l' iiitc^ratioii des cf/tuif/o/t\ aiij: dcr/vt-cs ixiilicUes

(hv second ordre jxir la méthode de M. Durhoiix

;

Par m. E. GAU.

INTMODLCriON.

La méthode de M. Darljoiiv couslilue, dans l'étal actuel de la

Science, le moyen le plus puissant dont on dispose pour intégrer une

équation aux dérivées partielles, c'est-à-dire pour ramener son inté-

gration à celle d'un système d'équations dilTérenlielles ordinaires.

En ce qui concerne les équations du second ordre, celte méthode-

peut se résumer en quelques mois; elle repose esscnticllemeul sur la

remarcpie suivante : si

U(x. /, z, p, q, . . .) = consl.

et

\{a-, Y, z, p, (], . . .) =^ const.

sont deux combinaisons intégrables distinctes de l'un des systèmes de

caracléristiques de l'équation proposée, c'est-à-dire si U et V sont

deux invariants distincts pour ce système de caractéristiques, l'équa-

tion l' =:=/(V), où / est une fonction arbitraire, admet avec la pro-

Jtjuvn. de Malh. (ti' série), loinu VU. — l'il^c. U. i;|ii. '7
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posée une intégrale commune dépendant d'une fonction arbitraire; on

peut dire encore : quelle que soit la forme de /, Téqualion U =/(V)
forme avec la proposée un système cfi imoliiiion, en adoptant la défi-

nition communément admise, proposée par M. Goursat ('), des sys-

tèmes en involution.

Dans ce cas, on démontre facilement que la solution du problème

de Cauchy se ramène à rintégration d'un système d'équations difl'é-

rentielles ordinaires (-).

S'il existe deux invariants distincts pour chacun des deux systèmes

de caractéristiques, l'intégrale générale de l'équalion jjeut s'exprimer

par des formules qui donnent x, y, z en fonction de deux variables

indépendantes a et p, de p fonctions arbitraires de x, de q fonctions

arbitraires de jS et des dérivées do ces fonctions en nombre fini, les p
fonctions de y. étant assujetties à vérifier^ — i équations différenlielles

d'ordre quelconque, ainsi que les (j fonctions de ^ : nous dirons

dans ce cas, avec M. (ioursat, que l'intégrale générale est de la pre-

mière classe (').

La réciproque de cette propriété est vraie, ainsi que l'avait annoncé

M. Darboux dans son Mémoire; M. (Ioursat en a donné une démons-

Iration très simple ( ').

La méthode consiste donc essentiellement à chercher des invariants

pour les caractéristiques d'ordres croissants i, 2, . . ., «,

Malheureusement, on ne connaît aucun moyen pour déterminer a

priori l'ordre de ces invariants, ou même une limite supérieure de cet

ordre; de sorte que lorsqu'on a constaté qu'une équation donnée n'ad-

met pas deux invariants d'ordre inférieur ou égal à « pour l'un des

systèmes, rien ne prouve qu'il n'existe pas deux invariants d'ordre

inférieur ou égal à /? -i- i ; l'application de la méthode de M. Darboux

conduit donc, en général, à une infinité d'opérations.

Un fait analogue se produit lorsqu'on veut intégrer une équation

(') Gui'RSAT, Lt-ions sur Vtntégralion des cqiiations aux dérii-ées partielles

du second ordre, l. II, Ciiap. \I, p. 82.

(-) Ibid., Chap. VII, p. 189.

(') Ibid., Chap. VIII, p. 217.

(') Ibid., p. 220.
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linéaire de la forme s — ap -{- bq + cz par la méthode de Laplace : on

ne sait pas a priori si l'une des deux suites d'invariants se terminera

au bout d'un nombre fini de termes ; d'ailleurs, dans ce cas, la

méthode de Laplace et celle de M. Darboux conduisent aux mêmes
opérations.

Depuis la publication du Mémoire de M. Darboux (') plusieurs

géomètres se sont attachés à montrer l'importance de la nouvelle

méthode, à la perfectionner et à en donner des applications; on peut

citer en particulier M. Speckmann (•') et surtout M. Goursat, quia
consacré à ce sujet un des plus beaux Chapitres de %ç^% Leçons sur l'in-

tégration des équations aux dérivées partielles du second ordre.

Quelques travaux, peu nombreux, ont été publiés sur l'application de

cette méthode à certains types d'équations ; on peut citer deux
Mémoires de M. Goursat (^), où l'auteur a classé et intégré toutes

les équations de la forme s =/(a;,y, z,p, q) qui admettent un inva-

riant d'ordre inférieur ou égal à deux, distinct de a; ou y, pour chaque

système de caractéristiques. M. von Boer a traité la même question

pour les équations de la forme s =f(r, t) {'').

Le problème général de la recherche des invariants d'ordre quel-

conque n'a été résolu jusqu'ici, à ma connaissance, que pour l'équa-

tion s—f{z) par Sophus Lie ('), et pour l'équation plus générale

* —f(w,y, z) par M. Clairin (°).

Ces deux exemples ont été traités avec une élégante simplicité;

néanmoins, en général, ces questions exigent des calculs compliqués,

(') Annales de l'Ecole Normale supérieure, i'' série, t. VII. Ce Mémoire est

reproduit à la (in du Tome IV des Leçons sur la théorie des surfaces (Note X).

(^) La Méthode de M. Darboux pour l'intégration d'équations aux dérivées

partielles, non linéaires du second ordre {Archives néerlandaises des Sciences

exactes et naturelles, t. XWII, 1894).

(') Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2" série, t. I, 1899.

(') Application de la Méthode de Darboux à l'intégration de l'équation

différentielle s :=f(r, t). {Archives néerlandaises des Sciences exactes et

naturelles, t. WVII, 1894.)

(') La démonstration de Sophus Lie est reproduite dans les Leçons de

M. Goursat, t. II, p. 182.

(°) Bulletin des Sciences mathématiques, t. XXIX, iyo5. p. i--.
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qui deviennent inabordables lorsque l'équation n'a pas une forme

simple.

Les progrès de cette théorie dépendent de la connaissance appro-

fondie de la structure des invariants, mais ce problème lui-même

apparaît comme très difficile, malgré les beaux théorèmes énoncés à

ce sujet par M. Goursat.

Le présent travail est divisé en trois Parties :

Dans la première, j'expose tout d'abord un nouveau moyen pour

former des invariants : lorsqu'on connaît trois équations distinctes,

d'ordre supérieur à trois, en involution avec la proposée et du même
svstème, on peut en déduire un invariant par des opérations simples

n'exigeant aucune intégration; si l'on connaît quatre équations en

involution, on peut former deux invariants et, par suite, une intégrale

intermédiaire : léqualion s'intègre par la Métliode de M. Darboux.

Cela met en évidence la relation étroite qui existe entre le problème

de la recherche des invariants et celui de la recherche des équations

en involution; lorsqu'on a trouvé une telle équation, non seulement

on peut en déduire pour l'équation proposée une infinité d'intégrales

dépendant d'une infinité de constantes arbitraires, mais encore on

peut considérer qu'on a fait un progrès dans la recherche de l'inté-

grale générale elle-même. Je crois d'ailleurs qu'il y a, en général,

intérêt à remplacer la recherche des invariants par celle des équa-

tions en involution, dans l'application de la méthode de M. Darboux.

En second lieu, je démontre, dans le cas des équations de forme

quelconque, un théorème démontré par M. Goursat pour les équations

.'i :=f(x,y, :,p,q) : tout invariaitl d'ordre supéfieiir à trois peut

s'écrire sous forme linéaire par rapport aux dérivées d'ordre supé-

rieur; cette propriété permet de simplifier la recherche des inva-

riants : dans tous les cas, l'ordre des équations aux dérivées partielles

qui interviennent est abaissé au moins d'une unité
;

j'ai donné

également une forme réduite simple pour les invariants du troisième

ordre.

Le Chapitre 11 est consacré à l'étude dos écjuatioiis de la forme

.s :=/(x,y,z,p,q)', les résultats précédentsdeviennenlparliculièremcnl

simples dans ce cas; il suflil de deux équations en involutim pour for-

mer un invariant, et l'on peut voir nettement l'avantage qu'il y a à
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subsliluer à la recherche des invariants celle des équations en involu-

tion. J'ai étudié, en outre, la forme des expressions (jph qui sont d'une

importance capitale dans celte théorie, et j'en ai déduit deux remarques

d'une application très générale, et une condition nécessaire, simple,

pour qu'une équation de la forme s =:^/(£c,j, ;,/),</) admette un inva-

riant autre que x oay.

Dans le Chapitre HT, j'ai étudié les équations de la forme

au point de vue de l'existence des invariants; j'ai dû me borner, afin

de ne pas donner à ce calcul un développement exagéré, au cas où a

et /> dépendent eirectivemenl de la variable z, ce qui revient à suppo-

ser «6 7^ o, et à indiquer sommairement les résultats dans le cas où

l'un des coefficients «, 6 est nul; le cas où l'équation considérée est

réductible à la forme s — a{x,Y, z)pq est étudié complètement.

Les calculs sont longs, mais les résultats sont simples; ils per-

mettent, étant donnée une équation déterminée, de vérifier, par des

opérations élémentaires, si elle peut admettre une intégrale générale de

la première classe, et dans ce cas de ramener son intégration à celle

d'une équation linéaire. Pour l'équation s = a{x,y, z)pq la conclu-

sion est encore plus simple : il n'y a que trois formes d'équations de ce

genre dont l'intégrale générale soit de la première classe; l'équation

donnée doit se réduire à l'une de ces trois formes par une transfor-

mation simple, et, dans ce cas, l'intégration est immédiate.

L'étude du cas où l'équation s = ap -h l>q -h c est en involution

avec deux équations de systèmes différents et d'ordre supérieur à

l'unité, sans être en involution avec une équation d'ordre inférieur,

fournit un résultat qui est, je crois, susceptible de généralisation;

dans ce cas, en efletjSans supposer l'existence d'invariants, l'équation

est nécessairement du type des équations trouvées par M. Moutard, et,

par suite, elle se ramène à une équation linéaire par une transformation

connue; or, pour une équation linéaire, la connaissance d'une seule

équation en involution suffit pour former un invariant. 11 est probable

que ce fait est général et que, lorsqu'une équation du second ordre

peut former un système en involution avec une autre d'ordre quel-
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conque, il existe une transformation qui permet de ramener l'équation

proposée aune équation de même nature, mais où les coefficients sont

tels que le nombre minimum d'équations en involution, nécessaires

pour former un invariant, est diminué d'une unité.

M. Goursat a bien voulu s'intéresser à ce travail et m'encourager

pendant mes recherches
;
qu'il me permette de lui en exprimer ici ma

vive reconnaissance.

CHAPITRE I..

LES INVARIANTS DES CARACTÉRISTIQUES DE e'ÉQUATION GÉNÉRALE

DU SECOND ORDRE.

1. Considérons une équation aux dérivées partielles du second ordre

quelconque, F(x,y, z, p, q, ?; s, () =^ o^ d'après les notations habi-

tuelles. Si cette équation contient effectivement la dérivée seconde r,

on pourra l'écrire sous la forme

(i) r+/(x,y,:,p,q,s,t) — o.

Si elle ne contient pas /•, mais contient i, on pourra encore la

mettre sous la forme précédente, en échangeant simplement le rôle

des variables x et y. Enfin, si F ne contient ni r, ni /, elle peut

s'écrire

(2.) s=zf{x.y,z,p,<i).

On pourrait encore ramener cette équation à la forme (i); il suf-

firait de faire le changement de variables indépendantes bien connu,

mais l'équation (2) étant plus facile à étudier et conduisant à des

résultats particulièrement simples, nous l'étudierons directement.

Dans la suite, nous poserons comme d'habitude p., = ^

—

-—

:

l'équation 1^1) et celles qu'on en déduit par des différentiations répé-
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tées permettent dexprimer toutes les quantités p^^. au moyen de

celles dont lindice i a l'une des valeurs o ou i ( ').

Soit U(.r, V, r,p„o, ...,/?„„) une fonction de x, _/, z et dos dérivées

de r jusqu'à Tordre n. Si dans U nous remplaçons les dérivées pu, par

leur valeur en fonction des dérivées /?„;;- et /?,^. tirées de l'équation (i),

nous obtenons une fonction de x,y^ z^ p^,, . .-, Poni P\oi ••iPt,n-i'

Nous désignerons cette opération par le symbole [U].

Si Ton différentie la fonction U, / fois par rapport à x et k fois par

rapport à_y successivement, en considérant r et ses dérivées ^,^ comme
des fonctions de x,y, on obtient une fonction de x,y, z, et des déri-

vées de z jusqu'à l'ordre « + ? + A; nous la désignerons par - . ,. ;

supposons que, dans cette dernière expression, on supprime les termes

qui contiennent les dérivées d'ordre n+ i + k et que dans le. résultat

obtenu on remplace encore les quantités p^ en fonction de p„^ etp^

d'après l'équation ( i) : on obtient ainsi une expression que nous dési-

gnerons par \-f-rr~k )' ^" '^ donc l'identité

Ces notations, qui simplifient ccmsidérablement l'écriture, sont en

grande partie empruntées à M. Goursat.

2. Nous allons, maintenant, faire une remarque fondamentale, au

sujet de la forme des expressions \--p- • On a tout d'abord

[(in df df idf\

Nous poserons

\dy ) dy oz dp aq

On a ensuite

(') Voir Goursat, Leçons sur l'intégration des équations aux dcriices

partielles du second ordre, t. Il, p. 78.
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en développant les calculs, on trouve facilement

-^ ''''' \\dy ts) -^
-dl\

^''"' [\dy Tt) + -dï\ + [Ty

Calculons encore -y^ ; on a

^' m, - , , à/ Of

0\f d'f / d ()/\ ()H )

/^..3il:7;;xl+2/^-;i^+v^o.,^j^-.i^^. ,

^^
^\ldyâs}

i[d on d'f d'f (d df\ dn) .

J, ne dépendant pas des dérivées d'ordre supérieur à trois. On voit

que l'expression précédente est linéaire par rapport aux dérivées :

P\., Po,h- /'i,3) Pn,;i Je dis que, d'une façon générale, on a, si n > a,

J„ ne dépendant pas des dérivées d'ordre supérieure n; en effet, la

proposition est vraie pour/j = 3; supposons qu'elle le soit pour la

valeur « — i de l'indice, c'est-à-dire qu'on ait

I
d"-'/] ()f Of ,, .,

,[^ I
-/"."i +/'""-;J7

-^/^'-'''" .-'-/v.NV- + '-,;

on en déduit, par une dérivation,

[d''f'\ Of Of \\ d Of\ ., )

Si «>2, les coefficients de p,,„ et de/Jn„+, ne dépendent pas de ces

dérivées, ce qui démontre la proposition énoncée. On voit, en outre,

qu'on a

N - N -H
\'£ in

.
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Ces formules permettent de calculer \I„ et N„ par voie de récur-

rence. On déduit de la première, par le procédé classique

(5) M„=M,^(/,-3)[-^|^j.

La valeur de M, se tire immédiatement de la relation (4); après

quelques simplifications, on trouve sans difficulté

(6) ' el. de même,

" " 'l'fy àt_\ >h,'

5. Cela posé, soit z(x.y, z.p„ „, p^^^) = o une équation aux

dérivées partielles d'ordre //, formant avec la proposée / 4-/"= o un

système en involution. Il est clair que si l'on remplace dans s les déri-

vées pik en fonction de p^j, et /?,/, au moyen de l'équation (i), on

obtient encore une équation d'ordre /(, en involution avec la proposée;

nous supposerons toujours, dans la suite, que cette opération a été.

effectuée et que ç. est de la forme

V (./..r. ;,/>„.,. . ..,p„.,„p,.o, . .../>,.,.^,).

Dans ces conditions, pour que le système considéré soit en involution

il est nécessaire et suffisant que o vérifie l'un des deux systèmes

d'équations (') :

do do

(A)

(B)

/do\ do /rf«-'A

da> do
T-" '"î

~t
—— — °>

àpo.n <'p^,„ ,

) fdo\ {do\ il'.
, d'-'f\

f U) ^ ""U,)^ ¥;:::; 1<^)=°'

(') GouRSAT, Leçons sur l'intégration, etc., t. II, p. 8o.

Juurn. de Math. (6» série), tome VII. — Fasc. Il, 1911. If"
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en appelant m, et m., les deux racines de l'équation qui détermine les

caractéristiques

(7) '«-;é'" + ^=°-

Il suffit, d'ailleurs, que le système (A) ou (B) soit vérifié en tenant

compte de la relation © = o elle-même. Supposons, par exemple, que

o vérifie le système (A), nous dirons pour abréger que o est du

système (A).

La première équation (A) montre que -r

—

'— 7^0, sans quoi on

aurait aussi ,
' = o, et l'érrualion = serait d'ordre inférieur à n,

ce qui est absurde. On peut donc toujours résoudre = par rapport

à/»,,,,-! et écrire

(8) o =/^,.„_, -h |(J7, 7, -,/>,,,,, ...,p,.n,Pi.o, . ..,p, ,„'.) = O,

la première équation (A) devient alors

(fpo,u

Si rt > 2, on aura donc

(9) '\' = '>hPo.„'^u{.T,y,:,po,u '.',Pi,n-i,Pi,a, ...,Pun~2)-

La première équation (A) est alors identiquement vérifiée, et il reste

la seule condition

(10) l^\ + mj ^ '

dxj -\dyj \df"-\

qui doit être vérifiée identiquement lorscju'on y fait p,,n \
= — ']'•

Or, on a

\dx) ~~ \dx) "''"•"
l d.r

I

"^
1 da^j

'

et

\eiin _ au _ ^du V d" y i /du\
\dl\ " <>/>o,„-,

'''•""'
àpt,„^, \_dy"--\

"*"
\dx)

'

[dul du au /'^"\
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Ces deux dernières égalités ne sont exactes que si u dépend effecti-

vement de l'une au moins des dérivées d'ordre n— i ; s'il n'en est pas

ainsi ^ et -r^ ne dépendent pas des dérivées d'ordre n; comme

dans ce qui suit, nous ne nous servons jamais des expressions \-t^\

(-J-)
elles-mêmes, mais simplement de ce fait qu'elles ne dépendent

pas des dérivées d'ordre n, on voit que nous pouvons nous servir des

égalités précédentes, sans rien changer aux raisonnements, même

lorsque j et -^ sont nuls: d'ailleurs, il est facile de faire direc-

tement le calcul dans ce cas et de vérifier qu'on arrive aux mêmes
résultats.

Dans ces conditions, la relation ( lo) se met sous la forme

au [à/ 0/ fd"--f\ I

Supposons d'abord n > j. On a alors, d'après la remarque faite pré-

cédemment,

Si dans la relation (ii) on fait

P,.n-i =— i' = — (nii p„,„+ u),

on obtient une relation linéaire en p^ „, tjui doit être une identité.

Ecrivons en particulier que le coefficient de po,„ei\. nul; en tenant

compte des relations

àf àf
os at

la condition ainsi obtenue se metjfacilement sous la forme

/ sf au du \ ., .,

\Opo,„~i <lP\.n-i)



1^4 E. GAI.

Dans ce qui suit, nous nous occuperons plus spécialement des équa-

tions à caractéristiques distinctes: d'ailleurs, M. Goursat a déterminé

toutes les équations du second ordre à caractéristiques confondues

auxquelles s'applique la méthode de M. Darboux('), ce qui diminue

de beaucoup l'intérêt de notre étude dans ce cas. Nous appellerons

caractéristiques (I) celles qui correspondent à la racine 7;?, . et caracté-

ristiques (II) celles qui correspondent à m.,.

Supposons qu'on se déplace sur une caractéristique d'ordre « du

système (II); dans ces conditions les quantités y, r, /)„,, ..., yo„ „,

Pi,»T • • -i Pi.n I
sont des fonctions de la seule variable .': si l'on substi-

tue ces valeurs dans o. on obtient une fonction de x donl la dérivée a

pour expression

d'^ _ ffpi,„^i ^ (//>„.„ ( dj .

/ ''t'
\

dx f/,r ' ' (l.v ' \dx

)

'\dyj

Or, l'une des équations qui délinissenl les caractéristiques d'ordre //

du système (II) est

clj'un^i 4- "'1 dp,,,, 4-
( V;rrr )

dj: — o.

On aura donc, en tenant compte de cette relation (-),

rfa /d'.\
,

/do\ (d"-\f\
-dI^\7ù)^"''\d:;^-\7iy^^y

c'est-à-dire, précisément, le premier membre de l'équation
(^

i o) ; si nous

remplaçons par/;,,,,., -h rn,p^^„± u(x,y, z, p^^,, ..-,/>«,«-., /'..o,-
Pi.u--i)j nous aurons donc le premier membre de l'équation (11); dans

cette expression (11) remplaçons, maintenant, /),,,(_, par 9 — '^, il

vient

d-j r du du ,, T ,-

-r- = - "1 '"1 1 M«-i -+- K,
dx L'^/>o.«-. àp,.„-. J

K est précisément le résultat de la substitution de />,.„, par — -l

dans le premier membre de l'équation (1 1~), nous avons vu (pi'il était

{') Goi'RSAT, Leçons sur l'intégration, etc., t. II. p. 164.

(-) Voir, à ce siijel, Goibsat, Lrçuns sur rinténrntiun, eh-., l. 11. p. (|i.
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idcnliquement nul. I )onc on a

. ,, dv) 1 du i)n -, \

dx \dpo.„-i <)p, „_., ;

Comme nous avons /;*, — /y/^T^o, nous pouvons tirer

du ou
lit

,

do l'équation (l'-i), il vient

du du ., I Vdiiiil dm, ., ..

"'i— '"2 ( L "'^ J '1 "J' I
dpu.n \ ')p[.n-2

"
"h— //(•>( L f/.r J '[ dy

|

' " ' \'

en remplaçant M„_,, ^„_, par leurs valeurs, on trouve, après quelques

réductions,

(14) g = o(A/« + B),

en posant

(m, — ni,

A et B sont donc des quantités absolument indépendantes de 0, et que

l'on calcule facilement en parlant de l'équation proposée r-h/= o;

il faut remarquer, d'ailleurs, que nous avons établi la relation (r4) en

supposant /> ^ 3.

Sur toute caractéristique d'ordre // du système (H), qui ue vérifie

pas l'équation 0.= o, c'esl-à-dire qui n'est pas caractéristi(pie du sys-

tème en inVolution

r+J'z=.o, 9 = 0,

on aura donc

(lo) —~-^ =i\n -H B;
dx

si l'on connaît trois équations distinctes en involution o = o, '|i = o,

:= o d'ordre n, ni, A respectivement, ou aura aussi

—r^-^ rr A m -h B, -
,

" -- A /. H- B :
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en éliminant les quantités A et B entre ces trois équations, par un

déterminant, on obtient immédiatement

dloso
, ,, diogà,, ^ d\ogS

' (m — A) H T^^{A — ") H -r^i't — m) = o,
dx dx dx

d'où, en intégrant

(i6) 9'"-^ 'y-" 9"-'"= const.

Nous obtenons donc ainsi un im-ariaiil pour le système (II) de carac-

téristiques.

En particulier, si l'on connaît deux équations du même ordre telles

que 0, soient o = o et = o, on aura

f/los

dx

rflogô

dx
d'où

= A « + B,

et Ton obtient ainsi un invariant; bien entendu, il faut pour cela que

les premiers membres des équations en involution soient mis sous la

forme (8).

Si l'on connaît quatre équations en involution ç = o, 'j/ = o, 6 =^ o,

T = o, d'ordres «, m. A, h respectivement, on pourra associer 4', ^i "^j

et Ion formera ainsi un deuxième invariant qui sera évidemment dis-

tinct du premier si o et (^ sont distincts. On pourra donc intégrer

l'équation proposée par la méthode de M. Darboux.

Parmi les quatre invariants quon peut former en associant les pre-

miers membres 9, '1, 6, -, trois à trois, il n'y en a que deux distincts.

Ainsi, par exemple, les trois invariants

I — an-n -n-k r-.k-lt

ne sont pas distincts; on vérifie immédiatement qu'il existe la rela-

tion
\h-k\k-n \m-k ,

'1 'l '1 — ' •
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On associera donc ces premiers membres, de manière à rendre le

résultat le plus simple possibJe.

i. Considérons maintenant un invariant d'ordre quelconque

(•7) T^(^,.r,=,Po.„ ,Po,,nP,.o, ...,/),.„-,) —''•

Si nous donnons à /* deux valeurs diflérentes, /*, et /i.,, nous obte-

nons deux équations,

qui n'ont évidemment aucune intégrale commune ; donc ces équations

ne peuvent être conséquences d'une même troisième cr = o, car elles

admettraient, dans ce cas, comme intégrales communes, toutes les

intégrales de cette dernière

Supposons, maintenant, que l'ordre de l'invariant soit supérieur à

trois et soient //, et //^ deux valeurs de // diflérentes. On peut écrire

les équations

sous la forme

Pi.,i-l + '>hPa,u-^ U,(j^.r, :,PoA /'h.u-i,Pi.o, •• yPun-i) — 0^

P\.n-\+"hP(s,H+ «2(-^,J, =./^o,i. ••.,Po,«-I'/'l.o> ••/'l.n-2) = 0-

D'après ce qui a été démontré au paragraphe précédent, ces deux

équations étant distinctes, le quotient de leurs premiers membres sera

un invariant d'ordre n

P>.n-l^'»-2P»,„-

qui peut s'écrire encore, par une transformation bien connue, et en

changeant la constante

(.8)
/>,..-.H-/».Po.„-t-», ^^.^

"2 — "1

On remarquera que cette forme est linéaire par rapport aux dérivées

d'ordre n.

Nous allons voir que cet invariant n'est pas distinct de celui dont

nous sommes partis -k = h. Considérons, en effet, une caractéristique

d'ordre « du système (II), appartenant à l'équation proposée; sur cette
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caractéristique y, z et les dérivées p,/, sont des fonctions de la seule

variable x\ si nous transportons ces valeurs dans r. et dans le premier

membre de(i8), ces fonctions sont indépendantes de ./et se réduisent,

Tune à une valeur numérique />, l'autre à une valeur numérique A ; il

existe, entre ces valeurs numériques h et k, une correspondance mani-

feste qui se traduit par une relation de la forme /i =/(A); d'autre

part, on voit facilement, en tenant compte des équations qui expriment

que - est un invariant, que :: est de la forme ( '
) :

r.{p,.n-l'i- '"l/Jo.,, ;.r, V. --,/Jo.l. . ,P»,n~l,Pi.O' -, Pi. ,•-'.)•

De l'équation ( i8), on tire

en transportant cette valeur dans l'équation {i~), et en tenant

compte de la forme de - par rapport aux dérivées d'ordre n, il

vient

(19) -[{il.,— «, )/(/!) — "i:i->/. -./'o.i /'o.»-,./'i,o, Pi.,. i] = /i-

relation qui doit être vérifiée identiquement sur toute caractéristique

d'ordre n du système (II)- Si cette relation contient effectivement h,

elle peut s'écrire

o{.r.Y,z./>„.i Po.„„P,.o- • P, .,,--.) = f>

et l'on voit que o est un invariant d'ordre inférieur à n. Donc l'inva-

riant T. s'exprime en fonction de l'invariant (18) et d'un invariant

d'ordre inférieur : c'est ce qu'on exprime en disant que les invariants

(17} et (18) ne sont pas distincts.

Si la relation (i<)) ne contient pas h, elle se réduit à une expres-

sion
o{x,r, :,P(,., Po.n-i, Pi.o, ,Pu>,-i) = o.

qui est identiquement nulle sur toute caractéristique d'ordre // du

système (II); si elle est identiquement nulle, - s'exprime en fonction

de l'invariant (18); sinon elle constitue encore un invariant donlrc

inférieur à « et le raisonnement s'achève comme précédemment.

(') Voir GouHSAT, Leçons sur l'intégration, elc, t. II, p. i5o.
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Nous avons donc démontré la proposition suivante :

Toaf imafiani n d'ordre si/pcrieur à trois peut se mettre sous la

forme

, g^ , /h.„-,-^ "hP«.„+ »(r. y, J,/»,i.| /'o.„--i./'i.o, • • •Pi./,-;) _
f.

(•(j;-.r, ;,/>„, />(,. n-i-P,,o Pi.n-2)
''

linéaire par rapport aux dérivées d'ordre n.

Ce résultat permet de simplifier considérablement la recherche des

invariants de l'équation proposée. M. Goursat(') l'avait déjà énoncé

au sujet des équations de la forme particulière

Si Ton considère deux invariants d'ordre supérieur à trois, en met-

tant l'un d'eux sous la forme (20) on pourra appliquer, sans y rien

changer, le raisonnement que nous avons fait pour démontrer que les

invariants (17) et (18) n'étaient pas distincts. Cela prouve que deux

invariants du même ordre ne sont jamais distincts lorsque cet ordre

est supérieur à trois. Ce fait a été d'ailleurs démontré, au moyen d'une

méthode difTérente, par M. Goursat (-).

o. De toute façon, on voit qu'on peut substituer à la recherche des

invariants d'ordre supérieur à trois, celle des équations en involution

avec la proposée; or, le premier membre d'une équation en involution

pouvant toujours être mis sous la forme (8\ sa structure, par rapport

aux dérivées d'ordre supérieur, est beaucoup plus simple que celle

d'un invariant ; il s'ensuit que l'équation aux dérivées partielles à inté-

grer se ramène aussi à une forme plus simple.

Ce fait sera, d'ailleurs, mis en évidence d'une manière beaucoup

plus nette dans le Chapitre suivant, au sujet des é(juations de la

forme
5 =/(»'/• 'rP-l)-

(') Annales de la Faculté de Toulouse. 1' série, l, I, 1899, i*"' Méiiiuire.

(-) GoLRSAT, Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles

du second ordre, t. II, p. i3j.

Jouni. de Malh. (G' scric), tome VU. — Tatc. H, 1911. I9
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6. Nous avons constamment supposé, jusqu'ici, que l'ordre de l'in-

variant ou de l'équation en involution considérés était supérieur à

trois. Lorsque cet ordre est inférieur ou égal à trois, les raisonnements

déjà faits ne s'appliquent plus et les résultats sont notablement mo-

difiés; mais, comme il est toujours possible, au moyen d'un nombre

fini d'opérations, de voir si une équation donnée /•+y= o admet un

invariant d'ordre inférieur ou égal à trois, les modifications en

question n'ont théoriquement qu'une importance tout à fait secon-

daire.

Supposons, par exemple, qu'on connaisse une équation en involu-

tion avec la proposée du troisième ordre, elle sera de la forme

(21) 9 =/'i.2+ /«,/fu.3-i- "(.r, V. :.pi.o,Pi.uPo,\,Po.i),

avec la condition

qui doit être vérifiée identiquement lorsqu'on y fait/)|,o= — W|/'„.

Or, on a ici

/''/»\_ [dniil du [r/f-\ Ou /'f/u\

do\ rdm,! du du /du\

en oulre, ///, et ni., étant fonctions des dérivées du second ordre,

on a

td
1/1,1 dm, dm, [df'\ . d//i,\

Pr/m, I dm, dnt^ [ dm.\dm,\

Vdy\ i>o,z+ -T:r' i'>
Opo. '"'' ' Op,.,

'-''
V dr

Knlin, on a vu précédemment qu'on a

fd-n , d^f d-f , d'-f ^ ,, r.
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en posant

" \dy OtJ^Ot' \ dr Os)~^ ,)s' '\ dy )
'

En transportant toutes ces expressions dans l'équation (21), on

obtient au premier membre un polynôme du second degré en ^„ ,,

p, .. Si l'on fait alors p, ., = — w,/Jo,3 — ", on constate facilement

que le terme en pi .^
est identiquement nul, en vertu de l'identité

<K .
<i

, ^
'> f

En égalant à zéro le coefficient de /?„.,, on obtient l'équation

E + Fw,

"(ï
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déjà fait. En faisant le calcul, on trouve facilement

do
1 ( àin, <)'>'i\ àii Ou

(/.r ^\J°'\Ot Os J Op»,. Opi^i

OV ,
,d'f ,:\ ,0'f

^ '^ atOs ^ " 0" I ^ç! j (^ç,.i

Pour obtenir une formule analogue à celle du cas général, il faudra-

remplacer dans l'expression précédente la quantité (
-. m. -—

)

par sa valeur tirée de l'équation (23), puis u par (
(f
— /j, o — /«(Po.a)-

On constate alors, sans difficulté, que l'équation précédente se met

sous la forme

dx •

A et B conservant la même signification que précédemment, et en

posant

^ 1 / Om, Oin,

m^— "'i \ Os al

Cette formule diffère de la formule ( i4) pi"' la présence du terme Cs".

On peut en tirer encore des conséquences intéressantes au point

de vue de la recherche des invariants. Posons —:^^ A; l'équation

précédente prend alors la forme

4^=}.{3A + B)-(:.
dsc

Si l'on connaît deux équations en involution du troisième ordre

mises sous la forme (21), soient 5/, = o, cp., = o, en appelant X, et Xo

les inverses des premiers membres, on aura, sur toute caractéris-

tique de l'équation proposée qui n'est pas située sur une surface inté-

grale de o, = o ou Oo = o,

la quantité (A, — X2) jouera donc, dans la recherche des invariants, le

Mièmc rôle tpie les premiers membres des équations en involution

d'ordre supérieur à trois, piiis(prellc satisfait à une éfjualion de la
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forme (i4)i au point de vue de la recherche générale des invariants,

la connaissance de deux équations en involution du troisième ordre,

équivaut à celle dune équation en involution d'ordre supérieur à

trois.

En particulier, si Ion connaît trois équations en involution, mises

sous la forme (21), soient o, = o, ^2 = 0, 03= o, en appelant A,, A^, X,

les inverses des premiers membres, on voit immédiatement que

l'expression .- ^ est un invariant du troisii'me ordre pour les carac-

téristiquesdu svstèrne ( II ). Ci't invariant peut se mettre sous la forme

équivalente

or on a

Ç;,=/>, 2-1- /«,^0.3-t- «n ?2= A'l.2+ '«l/'0.3+ "2! ?3= Pl,%-T- nitP^.3-T- «3",

on peut donc écrire l'invariant précédent sous la forme

/), ,4- w,/>o.3-|- «2 "1— "3

Piéciproquement. étant donné un invariant du troisième ordre

T.{r. y, z, Pi,,,. po,i, po,3, Pi.o- pt.i- P1.2) ~ /'.

en considérant trois valeurs //,, h.,, /«a, on en déduira trois équa-

tions en involution o,. Oo, o,, qui permettront de mettre l'invariant

considéré sous la forme (24). Donc :

Tout imariaiit du troisième ordre peut se Dietlre sous la forme (2^).

Cette forme n'est plus linéaire par rapport aux dérivées d'ordre

supérieur.

7. Dans le cas où n'S'i, les résultats sont tout à fait diflérents. En

particulier, une équation en involution du second ordre étant mise

sous la forme (8)

9 =/),., -h «^(.r, r, :.Pa.l,/>o,î,Pi,o),

'h satisfait toujours h réqualion -H— = w, ; mais, n/, dépendant des



dérivées du second ordre, on ne peut plus en conclure que '| est

linéaire par rapport kp^.,.

Les raisonnements précédents doivent donc être complètement

modifiés dans ce cas. Gomme nous avons surtout en vue la recherche

générale des invariants des caractéristiques d'nne équation du second

ordre et qu'il est facile de voir si une équation donnée admet des

invariants d'ordre inférieur ou égal à deux, nous laisserons cette étude

de côté.

8. Il est bien clair que tout ce qui a été dit pour les invariants

relatifs au système (II) de caractéristiques peut se répéter au sujet du

système (I); il suffit de permuter le rôle de w, et m, dans les raison-

nements et de remplacer les équations en in\olution du système (A)

par celles du système (13). On peut donc énoncer la proposition sui-

vante :

Si une équation r+f:^o forme un système en involution avec

quatre équations distinctes du système (A) et quatre équations du

système (B), ces équations étant toutes d'ordre supérieur à trois,

chaque système de caractéristiques admet deux invariants distincts

et, par suite, l'équation considérée ad/net une intégrale générale

de la première classe.

On peut remarquer, d'ailleurs, que deux équations en involution

du troisième ordre jouent le rôle d'une seule équation d'ordre supé-

rieur et il est facile de modifier dans ce sens l'énoncé précédent.

CHAPITRE

LES INVAHIANÏS DES CARACTÉlilSÏIQlIES DES ÉQUAllONS

DE LA FORME S = f(x, y, Z, p, q).

I. On peut ramener, ainsi que nous l'avons remar(|ué, une é(|u;i

tion de la forme s z=ft^j:, y, r, y>, y) à la forme générale

f r/i-r. y. --, p, 7, .V, = 0;
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mais comme les raisonnements et les résultats sont particulièrement

simples dans ce cas, nous étudierons directement la forme des inva-

riants des caractéristiques de cette équation.

Remarquons tout d'abord que l'équation

(i) s=/{.T,y,:,p,q)

permet d'exprimer toutes les dérivées -—--Ven fonction de celles de

ces dérivées où l'un des indices / ou k est nul('), c'est-à-dire, d"une

manière plus précise, en fonction de ./;, v, ;, ^> -r-;' •••'T~7'~r"'

Nous poserons, pour simplifier les notations,

d's à'-z

et nous désignerons par i-r-^) la dérivée /*''"'*' de /" par rapport à x

où l'on a exprimé toutes les dérivées partielles de :• en fonction de x,

y, :-., p,, ... pn, q,, en partant de la relation (i) ; on peut immédiate-

ment remarquer qu'on a

(^) (£î) = |y.„., + F„(x,/,.,,„y'.,/.,...,y.,).

Les caractéristiques de l'équation (i) sont définies par les équations

X = const. ou y = const. Nous appellerons système (1) de caracté-

ristiques, le système correspondant à x- = const. el système (II), celui

qui correspond à ^ = const.

On connaît donc toujours un invariant pour chacun des deux sys-

tèmes de caractéristiques. Pour qu'on puisse intégrer l'équation parla

méthode de M. Darboux, il faut et il suffit cju'il existe un deuxième

invariant pour l'un des systèmes de caractéristiques; s'il existe un

deuxième invariant pour chacun des deux systèmes, la méthode de

M. Darboux réussira pour chacun de ces systèmes et l'intégrale géné-

rale de l'équation sera de la première classe.

(') GoLRSAT, Leçons sur l'intcginùon des équations aii.c déri\-ccs partielles

du second ordre, t. II, jj. io4.
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Considérons un invarianl du système (I); il est facile de voir que

cet invariant sera de la forme o(x, y, :, p,, p», ...,/>„) s'il est

d'ordre rt ('). Dans ces conditions, il est nécessaire et suffisant pour

que s soit un invariant d'ordre n, que l'équation aux dérivées par-

tielles

ào do .do fdf\do {d"-'f\ôo

soit vérifiée identiquement.

Nous voyons qu'il n'y a pas d'invariant d'ordre zéro, distinct de

l'invariant x connu, car si o est d'ordre zéro, l'équation précédente se

réduit à

do do

et par suite

dy dz

do do

dy~ dz"

On sait, d'autre part (-), que o peut toujours se mettre sous la

forme

(4) 9 = A(x, ), z.p^ yj„_,)/",,+ B(,r, r, z.p,. ..../>„_,).

Si nous portons cette expression dans l'équation (3), en tenant compte

de la relation (2), on peut égaler à zéro le coefficient de />„ et le terme

indépendant de p„:

,., dK d\ .dK (df\àk {d''-T\ d\ , ùj

,^, d^ (>B .dV, {df\dV, fd'-^f\ dV.

''•• dz dp, \d.r'dp, \dr" -J d/>„-idr

Ces conditions sont nécessaires et suffisantes pour que 9 = Ap,, + lî

soit un invariant d'ordre n, du système (1 ).

2. IVous allons, maintenant, établir la condition pour qu une écpia-

tion aux dérivées partielles forme avec ( i ) un système en involution.

(') GouRSAT, Leçons sur t'inlégration, elc l. Il, p. loG.

(-) Annales de ta Faculté des Sciences de Toulouse, 2' série, t. 1, 1899:

Mémoire de M. Ooiirsat, p. ifi?>.
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Tout d'abord, cette éqHation nedoit dépendre que de x.y, z, p, ...p^

ou de x,y, z, fj, ... q„, ('); nous dirons qu'elle correspond au sys-

tème (1) de caractéristiques dans le premier cas, au système(II) dans

le deuxième. Prenons une équation du système (I);'si elle est

d'ordre /«, on pourra la résoudre par rapport à p,„ et l'écrire sous la

form e

( 7

)

/'m -t- '4' (-c, r, ;, /),, .... />„,_, ) = o,

que nous appellerons forme, réduite. Dans ces condi tiens, on doit

avoir, en supposant r» ^ i,

dy
'^ '^' dz'^^ âpi

"^
[da-J d/u'^ " '^ \d.r'"-' } dp,,,- ,

' \dx"'-'

en tenant compte de l'équation (-) elle-même. Comme cette dernière

équation ne contient qu'un seul terme en p^, on devra donc avoir

identiquement, en appelant F,„_, la fonction correspondante à F„dans

la formule ( 2),

Ô'L &l d-b fd"'-\f\ <?4/ ^ , àf
-À7. + 'h •' dp, ydx'-'-'-jdf',,,^,

F,„_,= i4^.
dv " d: •'dp, \dx"'--Jdf>,„^, ' ""' dp

Cette condition se met sous une forme simple, en ajoutant aux deux

membres le terme Pm^^
' àpi

Pour que l'équation (7) forme avec (i) un système en involution,

il faut et il suffit que la condition (8) soit vérifiée identiquement.

3. Cela posé, considérons les équations (5) et (G) qui déterminent

A et B, et posons B = OA; comme A =/= o, par hypothèse, on constate

facilement, en tenant compte de la relation (5), que l'équation (G)

prend la forme

df} d'j , dfj ld"-^f\ d9 „ . df
dy ^'dz àp, \dx"-- J dpn-, dp,

(') GoLRSAT, Leçons sur l'intégration , etc., l. II, p. 106.

Jouin. de Math. (G" série), tome VII. — l'asc. II, 1911. 20
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ou encore, en rtioulant p,,-— aux deux, membres,
' -J ' ûpi

Ce qui montre que l'équation p„ 4- = o forme avec la proposée un

système en involution. D'autre part, M. Goursat a déjà montré(')

que de la relation (5) on déduit, en appelant m l'ordre maximum des

dérivées entrant elïectivement dans le terme A, et en supposant w > i

,

\ = ^'-'-)
,

X, étant une fonction de la seule variable x, est donc lui-même un in-

variant et l'on peut prendre X=i; en outre, yj,„ +
-J^

vérifie iden-

tiquement la condition (8), ce qui prouve que l'équation p„, 4- •ji = o

forme également un système en involution avec l'équation (i). On a

donc le résultat suivant :

Tout invariant du système (I), dont le terme A dépend des déri-

vées d'o?'dre supéi'icurà i est de la forme o = —
f) /)„ + ^) ^^ o et

yD„, -j- '1 = o étant deux équations formant chacune ai'cc l'équation

(i) M« système en involution.

Réciproquement : Si l'on a deux équations mises sous forme
réduite /?«-(- ^ = o et p,„-^ '} = o formant chacune avec l'équation

(i) un système en involution., l'expression o = ——-est un inva-

riant pour le système (l) de caractéristiques., en supposant toute-

fois m et n supérieurs à l'unité.

En eflet, si m <^ /i, par exemple, en posant A =—-.—j et 13 = AO,

l'expression A/;„ -h B prend la forme indiquée, et les équations (5)

et (6) qui sont équivalentes à (8) et (9) sont évidemment vérifiées

identiquement.

Si l'on avait m = //, on pourrait voir facilement (|ui' réijualion (3)

est encore vérifiée dans ce cas pour z> = " ^
,

» mais tous ces résultais
' ' P,„ -H 'j'

(') Annotes de ta Facutlé des Sciences de Toulouse, a*-' série, t. 1, p. 461.
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découleiiL de rinlerprétation géomélrique de Féqualion (8) : lors-

qu'on se déplace sur une caractéristique j; = const., toutes les quan-

tités -, />,, p,^ ...,/?,„, q^ sont des fonctions de la seule variable jk;

p„, H-
'l
devient aussi une fonction dey dont la dérivée a pour expres-

sion le premier membre de l'équation (8); cette équation exprime

donc que, sur toute caractéristique de système (I), on a

;J^lo.(/'. + '^) = f-dx (Jp

Le second membre ne dépend que de l'équation proposée et non de 'j/;

si l'on connaît deux équations en involulion avec la proposée et irré-

ductibles, on aura donc sur toute caracléristicjue du système (I),

-^L(«„4- 0) — 4- L(/'„, + '}') = o,
tir a.r

p -\- b
c'csl-à-dire que l'expression — r <^sl un invariant.

4. Supposons main tenant que A ne dépende pas des dérivées

d'ordre supérieur à i . En posant toujours B = Aô, sera toujours

déterminé par une équation de la forme (9); mais A sera déterminé

par l'équation

^ ' dy ' âz •' dp dp

Posons A = T-' on aura identiquement

, , 'JA, JA, ,)A, df

.^ ... 11.- à\.i (^A, ,.<'Ai
Cette condition montre que la relation—+ ^7, -r^ + /-j— =

est une conséquence de A, = o : or, c'est là précisément la condition

nécessaire et suffisante pour que l'équation A, =0 forme un système

en involulion avec l'équation (i); mais, dans ce cas, A, n'est plus le

premier membre d'une équation quelconque du premier ordre en

involution avec la proposée : il faut, en outre, que la condition (11)

soit vérifiée identiquement.

Enfin, si Ton peut trouver une fonction A,(,r,y, r) indépendante
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des dérivées et vérifiant ideiiti((uemeiit la relation,

dy ôz dj>i

tout invariant d'ordre « >• i pourra se mettre sous la forme

z = -^ —— et réciproquement, des qu on connaîtra une équation

irréductible /?„ + = o. formant avec la proposée un système en invo-

lution, on en déduira un invariant ç. = -^—
â. Dans les raisonnements précédents, nous avons écarté le cas où

l'invariant serait du 'premier ordre. ÎVous allons voir qu'il n y a rien

de changé dans ce cas: en effet, l'équation (i) admettra un invariant

de la forme s = A(.i\ y, z )p, -+- P>(x,y, :) si l'on a identiquement

L'équation {i ) doit donc être nécessairement de la forme

De l'identité ( 1 3) on tire

àB OB .

Si l'on pose encore A = y > en remarquanl que, dans ce cas,

Y-
-— oiq, -h ^, on retrouve les conditions (12).

Si l'on pose B =; AO, on peut mettre la deuxième des relations pré-

cédentes sous la forme

(.0) 7û-^^'Tz-^-^='-P^^^^Wr

C'est une équation de la forme (9), où Ion aurait fait /i = i. D'autre

part dans le cas où/ est de la forme {i]), la condition pour que

l'équation p -i-li(.i;,y, z) — o forme avec (i) un système en in-
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volution, peut se mettre sous la. forme (i5 ), ainsi qu'il est facile de le

vérifier.

Donc les résultais énoncés dans le paraj^ra[)he précédent s'étendent

sans aucun changement au cas où // := i

.

(). En résumé, d'une manière précise, pour trouver un invariant de

l'équation proposée, différent de ,/;, on procédera de la manière sui-

vante :

On cherchera d'abord s'il existe une fonction A,{.c,y, z, p) véri-

fiant identiquement l'une des équations (i i) ou (12) ; s'il en est ainsi

il ne restera plus qu'à chercher une équation difTérenle de A, = o et

formant avec(i), un système en involution : en mettant cette équation

sous la forme réduite /)„+ ^ o on aura un invariant

_ p„ + ^J

A,

S'il n'existe pas de quantité A, vérifiant les conditions précédentes,

on cherchera deux équations d'ordre supérieur à i et formant avec

la proposée des systèmes en involution. En les mettant sous la forme

réduite [>„ + = et p,„ -1- 'j; = o, on aura un invariant

Pn-

7. Il est facile de trouver toutes les équations pour lesquelles il

existe une fonction Af(x, y, z) vérifiant identiquement la condi-

tion ( 12).

l'>n posant A, = ,•"''..'"' on tire en cfTel de cette relation

à/ du àii

Jfi^lJz''
~''

ày
'

d'où, en intégrant par rapport à /?,

y. du àii , ,

liltant donnée une équation s == /, correspondant à la foiine prc-cé-

dcnte du second membre, il suffira de connaître une seule écpiation en

involution pour en déduire un invariant.
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Ce résultat s'applique aux équations linéaires,

.5 = a(.r, y)p -h (>{.r. r)q + c(.r, y)z + d{a-. y),

étudiées par Laplace; on peut dire, par conséquent : La condition

nécessaire et suffisante pour que Véquation linéaire

s == ap + bq + cz -i- d

s'intègre par la métliode de Laplace, est qu'il existe une autre équa-

tion aux dérivées partielles formant avec celle-ci un système en

involution. Cette remarque avait déjà été faite dans ce cas particulier

par M. Goursat('); on voit qu'elle se rattache à une proposition beau-

coup plus générale.

En particulier, si Ion a ^ = o, on peut toujours prendre A, =: i.

Si /est de la forme /"= u(x,p)i\.c, y, z, q), l'équation (ii) sera

identiquement vérifiée en prenant A = «(.r,/)): il suffira donc encore

de connaître une seule équation en involution avec la proposée,

d'ordre supérieur à l'unité, pour en déduire un invariant.

8. Nous allons maintenant formuler deux remarques dont l'appli-

cation simplifie considérablement les calculs dans la recherche des

invariants de l'équation ( i ). Nous aurons d'ailleurs souvent l'occasion

d'appliquer ces remarques dans le Chapitre suivant.

Remarque L — Soit //< l'ordre de la fonction A,(j:-,j>',r,/7,,^2) •••)

d'ordre le plus petit qui vérifie identiquement une relation de la

forme

c'est-à-dire de la fonction A, (|u'on peutprcndre comme dénominateur

de l'invariant cherché; si l'on sait d autre part qu'il existe une relation

de la forme

('-)
ô^-^'^'Tz-^-^'-op; ' v^-75/^

d''-'f\ dl .^ ôf ,

(') Leçons sur l'inléi^i alioii , etc., t. Il, p. iS.>.
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OÙ l'on a h<' m, ^r—r^o, / étant un nombre entier, positif, nésratif
.

àPi,
*-

OU nul.

Je dis que, si ]i + i ^ o, on aura aussi y-^s^o, c est-à-dire que A

et cù sont deux polynômes de même degré A — i par rapport à la va-

riable jd/,; si h-hi=o, X est un polynôme de degré h, le premier

terme étant X(x-)p''/. et pouvant d'ailleurs être nul.

En effet, dérivons l'identité précédente h fois successivement par

rapport à p,, ; en posant -j—^ = \' et en tenant compte de la relation (2),

il vient

^
ây ' dz (J/'i \dx J dpi \'/.r'--^ J dp/, dp^

si h + i^ o, on peut poser A' = u^'''^''' et l'équation précédente prend

la forme suivante en supprimant le facteur h -h i :

, , du du , du / df\ du (d>'-'f\ du df
(•9^ Ty^'i^ip.^-'i)i,^\j^)^.r----^\d:^^)iïi,r"w^'

C'est une équation de la forme (16): comme A' est inférieur à m
noire hypothèse entraîne i<^ o, c'est-à-dire

A'=r— =0

Si A + J = o l'équation (18) montre que A' est un invariant d'ordre

au plus égal à Zr; or, d'après l'hypothèse, il ne peut exister d'invariant

différent de x et d'ordre inférieur à m -\- \. Donc

d'''l.

I,'= ——r- = X(x).
dpi ^ '

En particulier si -r— ^o, on aura aussi
' dpi,

dpk

sauf si / = — I ; dans ce cas on aura

>. = \p^ + À, (x. /. c, /»,, . . .
, pi^^i ).
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Remarque II. — Conservons les hypothèses sur lesquelles repose

la remarque précédente en supposant toutefois />]> w ; supposons en

outre qu'il n'existe aucune autre fonction A, vérifiant identiquement

la relation (i6) et dont l'ordre soit un nombre compris entre m et

A" + I, ce qui revient à supposer que toute équation irréductible, en

involution avec la proposée et d'ordre supérieur à m, est d'ordre supé-

rieur à A.

En ellectuant les mêmes opérations on trouvera encore la rela-

tion (ib) : si h + «T^o, on pourra encore poser \' = u~ '''" et l'on re-

trouvera l'équation (19) qui a la forme (16). Cela n'est possible, dans

nos hypothèses, que si l'on a

H = X(a-)A„

X pouvant d'ailleurs être nul. Par conséquent A' sera la forme

X'=X(a;)A7 "'+'',

ce qui montre que A sera un polynôme en p/,, d'ordre A, le premier

X(,r)
/,

terme étant ,,u Pir

Si A + /= o, l'identité (18) montre que A' est un invariant d'ordre

au plus égal à A. Or, d'après nos hypothèses, l'invariant d'ordre le

plus petit sera formé en prenant A, comme dénominateur, et comme
numérateur le premier membre de l'équation irréductible mise sous

forme réduite dont l'ordre doit être supérieur à m et le plus petit pos-

sible : nous avons supposé que cet ordre était supérieur à A.

Donc, on aura forcément X' = X(a;), X pouvant être nulle identi-

quement; par suite A sera encore un polynôme de degré// en p^, le

premier terme étant X/j]J'.

Enfin, si l'on avait k = ni, les calculs de la remanjue (I) montrent

que la fonction u est identique à X(.r) A, ; en effet, si nous posons

A, =1 e". u =: e"',

les équations ( iG) et (18) prennent la forme

'Il 'Il /-jhL (iL\ él / ^'"-'/ x dv _ ^
,)y

^''' dz'^ J
dp, ^ \dx} dpt

'^' "'^\d.v"-\) dp,,,
~ dp'

dy
"*" ''' dz'^J dp,

"^ \dx) dp.
"^

•
"'

\f/.r"-7 dp,,,
~ dp'
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En retranchant membre à membre les deux relations précédentes, et

en posant cp:=t'— w, on obtient

qui exprime précisément que ^ est un invariant d'ordre au plus égal

à m; si cet invariant était différent de x, on en déduirait qu'il existe

une fonction A, d'ordre inférieur à m, vérifiant une identité de la

forme (iG), ce qui est contraire à l'hypothèse; donc on a

œ ^ (' — w ^ Log

—

- ^ X(x),

d'où

M ^ A,X(^),

X n'étant pas la même fonction que dans l'égalité précédente. Dans ce

cas, on aura donc

d''l _ \(x)

dp'l~ A"^'
'

Comme A, dépend de p^, A n'est plus forcément un polynôme

en p^.

9. Nous allons maintenant étudier les expressions
( t-4 ) 'I^ji ^^^

ment les coefficients de l'équation aux dérivées partielles (8) quidéter-

mine les équations en involulion avec l'équation proposée.

On a d'abord

, . /à/\ df df 0/ ^df df „,
\dx) 'dp, àx ' dz dq, ap^

''

puis

/d*f\ àf \[d df \ ^n^ dn on .dw

qui est de la forme

lourn. de \falli. (6- série), lome VIL — Kusc. II.
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avec

\ âp, dar ^ dpi ds ' ôp, dq^ dp

\' ox ' dz âqi

écrivons encore

, 2N fàV\ àf \(d ôf\ d\f ] . -
, ,

Cette expression est linéaire par rapport àp, et p^ ; le coefficient àep^

ne dépend que des dérivées du premier ordre, tandis que celui de p,

dépend de p.,.

Je dis qu'on a, d'une manière générale.

-(-PaM„+ K„(,r. y. z, g,. p„ /',. . . ., />*_,),

les coefficients M étant indépendants de p„+, , p„. p/. . et Tordre

maximum des dérivées contenues dans Mf, étant n — h -\-2.

En effet, supposons que cette propriété soit vraie jusqu'à Tordre n

inclusivement; en partant de la relation (2/4), on aura

Cette expression est bien de la forme

et Ton a

d.r

Si h est supérieur à A", M''"' ne contient pas de dérivée d'ordre h et

par suite Mf,t! ne contient pas la dérivée />/,_, . D'autre pari, Tordre

maximum des dérivées contenues dans le coefficient M*^J d'après
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rexpression précédente est encore // — h -^ i qui peut s'écrire {n -\- i)

— (A 4- i) -1-2. Donc Texpression précédente est linéaire par rapport

aux dérivées p„+ni . .
. , pk+i ; si le terme M^^ dépend de /)*_,, le coeffi-

cient M*^, dépendra de p^ et par suite il faudra faire entrer le terme

p^M*^, dans le terme K,,^, afin de conserver la forme (24); mais ce

fait découle aussi immédiatementde l'application delà règles — A -1-2;

en effet, puisque M* dépend de pk-t-, on a par hypothèse

n — A -t- 2 1 A- — I
,

donc

( « + I ) — A' -f- 2 ^ A',

ce qui montre que le coefficient M^,^, dans l'expression (24)' peut

dépendre de p^ et que nous devons le faire entrer dans le terme K„^,.

Si au contraire, M* ne dépendait pas de p;t_, , on a

/i — A- -(- 2 < A- — I
,

( /i -i- I )
— A -H 2 < A-,

et l'expression (24)' est encore linéaire par rapport à p^.

Donc la forme (24) est générale; il faudra s'arrêter au terme /?^,

k étant le plus petit nombre qui vérifie l'inégalité

/i + 2 — A" < A',

d'où

/i -H 2
/• > ;

si « est pair, en posant n^in' on aura A->//-i-i, donc il faudra

prendre A- = //-!- 2. Si n est impair, en posant n^^iii! -^ \ on aura

3
k ^ n' -i— ; donc il faudra prendre encore A = //-h 2.

Les coefficients M se calculent facilement par voie de récurrence

d'après la formule

Nous allons chercher l'expression du premier M" dont nous aurons

besoin dans la suite. On a

" ~~ \dx dpi)
""''
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on en tire facilement

Or, d'après la formule (23), on a

Si l'on tient compte de la valeur de a, on trouve finalement

, crx »,„ I
ff àf\ df df df

(25) ^K = n{-T--^] + ----\--^-^-
\dx dpj az dp, açi

Cette expression est valable pour «> 2.

10. Voici une première application des remarques précédentes.

Etant donnée une équation s= f(x, y, z, p, q), supposons qu'il

n'existe aucune fonction A, vérifiant identiquement l'équation (16)

lorsque m'S'2 : il est toujours facile de voir s'il en est ainsi. Dans ce

eas, nous savons que le dénominateur d'un invariant quelconque, autre

que X, du système (I), sera le premier membre de l'équation irréduc-

tible p,„ -h ^ = o d'ordre le plus petit possible, formant avec la pro-

posée, un système en involution; et l'on aura identiquement

d<h â'L .d<\> /df\. O'i^

d.v'"''- / dp„,^, \dx"'~^ J
"

' <)p

Cette relation, en fait, ne contient pas/>„,. Dérivons lesdeuv membres

par rapport a /*,„ ,
, en posant -—-— = '^ , il vient

à condition toutefois (jue /// — i > i, c'est-à-dire /;/ > 2, ce ipie nous

avons supposé.

Comme M™l', est une fonction linéaire (i'.'/'j, ne (ié|i('ii(lanl pas des
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dérivées d'ordre supérieur à 2, et qu'il n'existe d'autre part aucune

équation d'ordre inférieur à ni, formant avec la proposée un système

en involution, l'application do la remarque (I) montre que ']^' ne

dépend pas des dérivées d'ordre supérieur à 2 et qu'on a

avec

('"-')(77^i + ^ + ^-" = "-
dx dp^ ) dz dp d'/

De cette identité on peut tirer plusieurs conditions; en particulier

on a une relation simple en égalant à zéro le coefficient de p,
'

f^V ' dz -^ dp, ^ dp, 'dp]

on peut donc énoncer le résultat suivant :

Unt^ équation s ^/(^x, y, z,p,q) étant donnée, si L'on a constaté

que l'équation (16) ne peut être vérifiée pour m= o, m = 1 , m := 2,

ce qui est toujours possible au moyen d'un nombre fini d'opérations,

pour que cette équation forme un système en involution avec une

autre équation du système (l), il est nécessaire que /vérifie la con-

dition (26) et en particulier la condition plussimple (27 ).

On a donc là une condition nécessaire dont la vérification n'exige

qu'un nombre fini d'opérations; on posera •]/, = (»i — i)a(x, y, z,p,)

et il faudra que le système

dor. de. dcf. . do. df d^ f

di/i dv dz dp, dp, dp-,

soit compatible.

On aura encore une autre condition nécessaire en égalant à zéro, le

terme indépendant de p., dans Tidenlilé { 2() )

(^.1;, d'i^^ ^d+.. , \ df df ^df\

A à'-f d'-f ^. d'f 1 df df df
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mais on ne peut appliquer cette condition que lorsqu'on a fait la véri-

fication de la précédente et qu'on en a tiré l'expression de la fonc-

tion ']/,

.

Dans le cas particulier où l'on aurait -y^ = o, c'est-à-dire

/= "(a:, j. ;.</,)/', -H i'(j.', y, :.,(/,),

la première condition entraînerait a e^o et il faudrait que le système

d^, d^, ô^

-4- ( "! - I
)

[du du , ,
du ~\ du dv du

soit compatible.

En échangeant le rôle des variables .r et/, on aurait de même un

critérium nécessaire pour qu'il existe une équation en involution du

système (II)-

11. Nous aurons besoin, dans le Chapitre suivant, d'une expression

plus détaillée de certains coefficients de ['-r^, )
^'^^^^ ^^ ^^^ où /a l'une

des deux formes suivantes :

f=^a{x,y,z)pi-^ b{x, y, s)(h+ c{.r, y, ;),

f—a(x,y,z)piqi.

Afin de n'avoir pas à revenir sur ces calculs, nous allons chercher

dans ces deux cas les expressions des coefficients M dont nous aurons

à nous servir.

Premier cas :f= ap + bq + c. — Dans ce cas on aura, d'aj)rès la

formule (25),

"
\'i-r / dz dp dq

Ida • da\ du dh de

On peut remarquer que dans ce cas M", ne dépend (pic des dérivées

du premier ordre et non de p^ comme dans le cas générai.
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Nous allons calculer le coefficient M","'
;
pour cela remarquons que

l'on a

Or
/ da \ dH Oa „ da db âc

,

' d^ f\
Nous voyons que ( -j-4

)
est linéaire par rapport à p^ et le coeffi-

cient de p., s'obtient en faisant n = i dans ta for/nule (28). Donc,

on pourra écrire

d'f\ „„ fàH dH .dH\

ce qui n'arrive pas dans le cas général. Nous poserons

, OH OH .OH

en effectuant les calculs on trouve

m =— p\ -^^r{x,y,z, q,) p\ +h(x,y,z, y,)/5,+ k(x, y. z. q,).

En posant

O^b 0-a Ob ,0a 0-c

'^ Oz-
' OxOz Oz dz dz-

O^a 0-b 0-c Ob , Oa

Ox^ ^ OxOz Ox dz dx dx

Ob
,

,

, ,
(db Oc\ ,,

on aura ensuite

d»i . dm

qui est de la forme

/d'/\ ,,, r/'^Mr\ Onil On,

à^ f \ da
-^ ) =ap,-^Mlp,+ 3/>^— -hp.nix.y, z, /j,, 7,) + l(x, y, z,pt, q,)



en posant

dm d ( da Ob ôc
, , àa

d / àa ôb de
, , da\ . db

dm dm dm

enfin on aura

avec

Mf = +- bu., -r- -+- /(.

V djc I ^- dz

D'une manière générale, on a

On tire de cette relation de rccuiTcnce, par un procédé bien connu,

(29) m;,-'=
1

5;^(^'«=! + m;;_'^ + ...h-m^) \-i-6p,-^ + «(^-, j-, =,/*,, ^i),

„, [da db de ,1

d'après la formule (28). On voit que M"' est un polynôme du pre-

mier degré en p., et l'on aura

..„ ,
nln -^ i) da .,,,. , ,

(3i) m;;-' — -^-^

—

7hP'~^ " ('"'.'' ^'/'"'/i);

en effectuant les calculs, on obtient

(3.) K-='^Pl^^^^
r , d-a id'b d'c d(ab) db\\ .

,
.

^''\''d7Tz-^\-d?-'i^-^7^-^-ir-^''lh)\'^^'^''-''^'''J^^^

L étant une certaine fonction indépendante dey*,.
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Deuxième cas : f= a{x, y, z)ptq,. — On a tout d'abord, dans

ce cas,

en posant

)=^'/'h'-^ë^^'+(ê-«^)/'?]'dx

,
d'^a „ da ,^ d'^a

J = 2-—7

—

\-ia^—, K=—-.
ôxdz dx <)x^

On voit que, dans ce cas comme dans le précédent, (^-^ )
est linéaire

par rapport à p.^, ce qui n'arrive pas dans le cas où /est quelconque.

Ecrivons encore

(0) = y'[«/^'+ ^3/^3+ ^Pl (^ -+- a') + R{x,r,z.p,)p,+ R'(x.y, =,/,,)]

OÙ l'on a

Enfin

d^\
dx'
Lj=rj,[ap,+ Plp,^Plp,+ ...],

les termes non écrits ne contenant pas les dérivées d'ordre supérieur à

deux. On a ici

^, PI = MU PI = (^^ j
+ 6p, (^ + „'j ^ R + ap, F^

D'une manière générale, on aura

Journ. de Math. (6" série), tome VII. — Fasc. II, igii. -2
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les termes non écrits ne contej^ant pas de dérivée d'ordre supérieur

an— 2, à condition qu'on ait n>-3.

D'après la formule (aS) du cas général

n/, m/i /cHaQi)\ àa

d'où

r.,,
àa , ^ [ da A

?l — II- ^(n +i)pA-^—f- «-
;

ax \c): I

en outre, on obtient facilement la relation récurrente

/rfP" ' \

P"-l — (
"'

\ -4- P«-2_u /7n pi-I.

on en déduit

Or

PM + p;;_l + ...+ P5=L—:^
3|- + /.,^—^

'^JU
+
"V'

en effectuant le calcul, on trouve

r.„_, n{n -^ \) l ôa \

2
I

à.id: 2 o.rj 2

I et K ayant toujours la même signification.

CHAPITRE III.

ÉTUDE DE l'équation S = a(x, y, z)p -\- b(x, y, z)q -\- c(x, y, z).

1. Je me propose, dans ce Chapitre, d'appli(|uor les résultats pré-

cédents à l'équation

(i) .i
— a(a;,r,z)p + b(jr,y,z)f/-hc(a:,y,z)
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et, en jtarticulier, de déterminer toutes les équations de cette forme

qui admettent une intégrale générale de la première classe, au sens

qui a été donné à ce terme.

Je supposerai toutefois qu'on a — :^ o, -y^ ^ o; si l'on avait par

exemple -^ = o, un changement de variable delà forme z' = (x){x,y)z

permettrait de ramener l'équation proposée à la forme

.1 = b(x, y, z)(j -h c(.r. y, z);

dans ce cas les calculs sont plus compliqués et le nombre des cas

à examiner est plus grand à cause de la dissymétrie de l'équation : je

me bornerai à énoncer quelques résultats dans un dernier paragraphe
;

lorsque a et b sont nuls, l'équation (i) a la forme 5 =^f(x,y, z) et les

méthodes de calcul qui vont être développées permettent de retrouver

très facilement les résultats de M. Clairin au sujet de cette équation,

et de Sophus Lie au sujet de l'équation s =_/"(;).

Nous nous bornerons donc au cas où a et 6 dépendent efTeclivement

de la variable z, et nous exprimerons que chacun des deux systèmes

de caractéristiques admet un deuxième invariant, autre que x ou j'.

Soit ^ l'invariant d'ordre minimum, autre que x, du système (I);

il sera de la forme

A,(j;. V. z. p, /»,„ I

D'après les résultats du Chapitre précédent, nous aurons A, en

cherchant d'abord s'il existe une fonction A,(x,y, z, p,) qui vérifie

identiquement la relation

(I) __ + ^,__^,«^,+ iy, + e,— =A,a;

s'il n'en existe pas, nous savons que A, sera de la forme

Ai= y^,„ + i^(.r, V, z,p Pm-i)

p,„ -+- i étant le premier membre de l'équation irréductible d'ordre le

plus petit qui forme avec la proposée un système en involution. et l'on
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aura identiquement

(p-v\ à'!^
, /5/:!z7:^_,,.. _.,,,^^

<>r,„^x \d.r"'-' ^ dp,

On voit d'ailleurs que Téqualion (I) n'a pas de solution si l'on fait

-— =^ o, car on en déduirait dans ce cas—— = o, -r— ^ «A., ce qui
dp, dz ^ ay '

est impossible si -r^ ^o. Donc les invariants de l'équation (i) auront

un dénominateur d'ordre au moins égal à l'unité.

En considérant de même l'invariant d'ordre minimum du système (II)

on verrait que son dénominateur satisfait à l'une des relations (I)'

et (II)' qu'on déduit de (I) et (II) en intervertissant le rôle des

variables x et y. On aura donc simultanément l'une des condi-

tions (I)(I1) et l'une des conditions (I)' (II)'; il y aura par suite

quatre cas à distinguer correspondant aux quatre couples de rela-

tions :

(II)(II)', (I)(1I)', (n)(l)'. (l)(I)';

il est clair d'ailleurs que les deux cas (I)(II)' et (II) (I)' conduiront

à des résultats symétriques par rapport à ./; ely. 11 n'y a donc en réalité

que trois cas distincts.

Nous allons examiner séparément ces trois cas.

2. Premier cas : Conditions (II) et (II)'. — Considérons la rela-

tion (II),

, ,
à'i^ è]^ . d^^

\d.v"'^-)(}j>,„_, \rtj-"'~^ J
'"

' dp

Par hypothèse, il n'existe aucune fonction A, d'ordre inférieur à ni,

et vérifiant une relation de la forme

dy d: dp, \i/.f'' ' J d/n d/i.
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sans quoi on pourrait prendre A, comme dénominateur de l'invariant

au lieu de p„ -4- '|.

Dérivons l'identité (2) par rapport à /?„,_,, en supposant m > 2 et

en posant , = •]/, il vient

dy ^ '^' dz ^J
dp, ^ \dx) dp,^--^ \dœ'"-^) dpn,^, ^ *'"'-' - "

Nous avons vu que M™I], dans le cas où /est linéaire par rapport

k p e\. q , ne dépend pas des dérivées d'ordre supérieur à i; la

remarque fl) du Chapitre précédent, montre que •]/ ne peut pas

dépendre des dérivées d'ordre supérieur à i, et l'on a

d'il' d'il' .d<l>' ,,„, ,

ay 'a: •' dp, '

ou encore, en remplaçant M^Jl] par sa valeur,

<W d'il' . d'il' , , da da db de
,

Supposons maintenant m = 2, cas que nous avons écarté : l'équa-

tion (2) s'écrit

d'\> d'i^ ^d'^i (df\
,

.df

ou encore

à'i^ J'i;
,. ai / df df . df\ . df

Posons -y- = 'Y et dérivons par rapjjort à p^ l'identité précédente;

on obtient

d<h' d'il' , ddi' do da db de

dy dz ' dp, dJ- dz dz ^ dz

Cette équation n'est autre que l'équation (4) où l'on aurait

fait m = 2. Dans tous les cas, on a donc la relation (4). Apjiliquons

à cette relation la remarque (I ) : ici / = o et // =: 2, donc /i -h i ^ o
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et l'on en déduit que <y est de la forme

di' = l{a:,y,z)p,-h p.(3.\y,z),

d'où l'identité

^ da Oa db àc
-\- {m — l) h mn. h -r- <7, 4- ^;

—

\- ab =^o,
' dx ' Oz Oz^ dz

et l'on en déduit

,„. ô'K ô\ . da
(5) -— = o, -; 1- «A + //i -r- = o,

Oz Oy Oz

, ,
du. . ^ da de

,

7) -r—h cA + (w — 1) h-,—hrtA< = o.
dy dj^- dz

Remarquons maintenant que — étant différent de zéro, A ne peut

pas être nul et l'on tire de l'équation (V), en intégrant

a — ix{u\ K)e'"'-^'y'-—
'^'°°'''

(«5^0),
dy

avec

X := — m (,)(jr, y).

On aurait de même, en raisonnant sur l'équation (II)' comme nous

l'avons fait sur l'équation (II),

Ecrivons maintenant la condition d'intégrabilité entre les équa-

tions (6) et (7) en y remplaçant A par — r//(o\ il vient

,0, d^c , , d'à , da db db
( 8 )

__ -t- /„ _ , _—_ 4- /,__ -1- rt __-+.„,,„ __
dz^ d.c dz dz di dy

de d^-b , r)M= m w -r

—

I-
-—^— — ni/j -—'

dz dz dy <)y

Nous tirerons de même de réqualion (II)' la condition symé-
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Irique

, ,
fPc , d^b Ob , da da

(9) ^ + ("''-";)37^ + "^^'^^ + "''"^-^

ôc à'

a

ô'su

az dz ÔJr ÔJ-

en appelant m, Tordre de l'expression ^f», + ']', qui satisfait à la

relation (JI)'.

Retranchons les égalités (8) et (9) membre à membre, il vient

, dw <)(i)| ()'-a

(10) mu— /7i,a
dy dx ôz dx

db d- b

àr dz dr dx dz

àb d- b da de

,

niùi -y^ — '«1 , —
/«l'jj, -J—

=r ---( WjJ — /H, W,).

3. Supposons d'abord nxx» — w,co, :^ o; si l'on remplace a et b par

les expressions trouvées, on voit qu'on peut tirer de là une relation

de la forme

(m) ^ =(C;^-C')^-(C,= + C;)e"-+(C,s-^-C;)e".^

les fonctions C étant indépendantes de z. Portons cette expression

dans l'équation (8) par exemple : nous devons obtenir une identité

en ::. En particulier si w + w, :^ o, le terme en e'"-*-".'^ doit avoir un

coefficient nul; or ce coefficient est très facile à calculer; il a pour

expression aP(aj-i-w,); comme nous avons supposé afi ^ o, il faut

donc nécessairement
CO -+- 'jj| = o.

Dans ces conditions, si l'on pose z' = co;, l'équation du second

ordre proposée conserve la même forme et l'on a

OJ =; I, C0i=; — 1

.

Par suite

et la relation (10) s'écrit

de dy. d& .

-J- = -— e-+ -^«">
dz dx a\



1 70

d'où, en intégrant,

L'équation proposée peut donc sécrire

ou encore

s = xe-p + ^e-~q H- — e- — jr^^""'" K(x, j)

^ = i,^-e-)-^^i^^e-) + Y.^.,y).

Une transformation de la forme -' = z-v- ^{x^y) permet de faire dispa

raître le terme K en posant -—r- = — Iv. On aura ainsi, en changeant

la signification de a et p,

C'est là précisément le type des écpiations trouvées par M. Moutard.

On sait que ces équations se ramènent à une équation linéaire par une

transformation simple. Nous reviendrons d'ailleurs sur ce résultai.

4. Nous avons raisonné au sujet de l'équation (lo) dans rhypotlii''se

où mw — m,oi, =1^ o; supposons maintenant qu'il n'en soit plus ainsi

et qu'on ait

Nous pouvons poser, sans changer la forme de l'équation pro-

posée : :;'= :;0, ce qui revient à prendre

et par suite

a = y.(.t\y) e"'.=, b ~ ,3(.r, j) e'"-.

Dans ce cas, les conditions (8) et (9) sont identiques et se ramènent

à la suivante :

—— — mm,-—H («1 -H /«i)ao -H my{m — 1 )^ h »j(«i, — i)-^ = o
;

àz^ dz ax dy
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en remplaçant a el h par leurs valeurs, on intègre facilement cette

équation différentielle, r étant la fonction inconnue; el l'on obtient

, , I ùa. I dS '''^

( n ) c — — e'".=H j^ e'"- -i-

-h \\{x,j) e""".--t- K(j', j),

K el H étant deux fonctions arbitraires de x et y.

Un a dû supposer, il est vrai, min^— {ui -\-m^)^o; on voit sans

peine que l'égalité

n"est possible en nombres entiers différents de zéro que pour

Nous étudierons à part ce cas en dernier lieu el nous supposerons pour

l'instant

Cela étant, les équations (5), (6), (7) sont compatibles et la condi-

tion nécessaire (4) est insuffisante pour résoudre complètement le

problème. On en lire simplement

\ ^z— mnii, ^ zijz b(mi — i) + v(,/-, y),

V étant une fonction qui doit vérifier ré(|uation (7).

Nous obtiendrons des conditions nouvelles en repartant de l'écpia-

tion (2), sacbant qu'on a

(i3) i|;'=: =— inni^i>^+ li{in^ — \) -\-v(x,y).

Dans cette équation (2) les termes en p„ et p,„_, disparaissent; nous

allons considérer les ternies en yo,„_^ ; mais comme la manière dont p,„_^

entre dans l'expression
( ,,„li )

dépend essentiellement de la valeur

de m, il faudra faire des hypothèses sur cette valeur.

o. Supposons d'abord in~^ l\, c'est-à-dire /// — i > 3. Dans ces

, dx"
conditions, nous savons (jue (

^^^j^, )
est une expression linéaire par

Journ. de Malh. {(i' série), tome VII. — Kasc. Il, 1911 23
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rapport à /?,„, />„,_,, /? „,_.,. On aura en outre

et léquation (2) peut s'écrire, en supprimant les termes en p„,

et /)„,_,,

les ternies non écrits ne renfermant que des dérivées d'ordre infé-

rieur à m — 1.

Posons j/, = -—^— et dérivons par rapport k p„,_^ la relation précé-

dente; il vient

(£ï)^-(^'^'^^^--"-)--

Le terme 'j/'M^I^ -H M^^li; ne dépend pas des dérivées d'ordre supé-

rieur à deux; la remarque (I) nous permet d'en conclure que 'ji', ne

dépend pas non plus de ces dérivées; en outre, le dernier terme étant

un polynôme du premier degré en />,, il en sera de même de •li\, d'après

la remarque en question. On peut donc écrire

INous avons vu d'autre part qu'on a

.,,„ , , ^ i àa àa\ da db de ,

.,„,_, '"('" — i)da „_,
M„,_î = /,, JT + ^.-^

avec

(iD) •'^;«-i = -^

—

i
—

P\

-(-(/« — l)

H- ( /» — I

i){ob)

(d^b d'-c f)b\-\
, ,
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Portons ces expressions dans la relation (i4j : nous devons obtenir

une identité; en particulier le coeflicient de p., doit être nul, ce qui

donne
d<lf-i O'h, , d'it^ , ôf ni{m — \) da

dy ' dz •' dp, ' Op, >. dz

la remarque (I) montre encore que -y^ = o, et par suite le seul terme

en q^ dans l'équation précédente doit disparaître; on a donc

d'il; 0<l; , m (m — i) da

dr ^'
' 1 dz

ou encore

d'h; , m (m -

-^ 4- a(L., e"'.-H ^:

fiy 2

Comme a n'est pas nul, il est nécessaire et suffisant, pour que ces rela-

tions soient vérifiées, qu'on ait

,
m m, (m — i )

T2== :;

Ecrivons maintenant que le ternie indépendant de p^, dans l'équa-

tion (i4)) est nul; en tenant compte de la valeur trouvée pour j^o,

il vient

^
' dy ^' dz •' dp,

Le second membre est un polynôme du second degré en p, ; d'après

la remarque (I) on doit avoir

i^3
=« (î-, .V, -)/>? H- ('( ^, .r. 5 )/), + »( j:, J, ;

)

et, en transportant cette expression dans la relation (lO), on aura dans

les deux membres des polynômes du second degré en p, qui doivent

être identiques.

On en tire d'abord

du du mm, (m — r) da , . da m(m—i) d-a

dy ' dz 2 dz dz a dz-
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Si l'on remplace a par sa valeur, on constate facilement que celle

éofalité revient à

du du m ni] {m — i)

dy~ dz ~
'

"
2

Écrivons maintenant l'idenlilé des termes enp, dans réquation(i()) :

ày
(•7) ^ + g'i^ -^^«(èy. + c)-^^

mm , (m I ) r rfa db de
, ]

-[dJ.^'^^d^-^T.-^"''\

(,„_,)^[i(„,,_,) + v]

r, ,da àh de ,"|

, d-a
,

\d'-b d'-e d(aO) db

Cette relation contenant rj, se décompose en deux. On a d'al)ord

dv , nini^(m — i) db db d-

b

— + iiih^ -r- + mm, (m — i)-j-t-
dz 2 dz dz dz-

On peut intégrer facilement cette équation, en tenant compte de la

valeur de Z>; on trouve ainsi

. = /,7> + r,(x..r).

en posant

, mm, (m -h i)
/, ^ ^^^ — m(m — 1 )

— m- (m — i )

.

Ecrivons maintenant les termes indépendants de q, dans Téipia-

tion (17), en tenant compte de la valeur Iroiivée pour c: il vient

, db (Jf,
. , ,k-

[
—

;

H :>. lie -f- «( /. — i',
)

ày dy

mm-Ant — i , , „ . „„ . , , „,. ,

[//(,— i) + v]\- h -^ + (ib
\

—
( m — 1)— [

b {

1

2 l^d.r dz
I

<)z

r du de ,1]^(,n-,)-^- + ub\

\à'-c d(ub) db

[d^^^J^^"d^-^'""^-JFd-z-^"'-'^
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C'est là une égalité de la forme

A(j-, j) e"'=+ B{jc. y)e"'>- -\- C(.r. y) e'"'+"'i'= + D( j-, j) t""".= -h E{x,y) = o.

d'après les valeurs trouvées pour a, h, c. Comme m et m, sont diffé-

rents de zéro et qu'on a supposé

m -+- m'— mm'^ o.

cette égalité ne peut avoir lieu identiquement que si l'on a

C = D = E = o.

Ecrivons en particulier que le coefficient C est nul; il vient

.^[/.^ 'iiL— ^

\_
mm,— ( m H- /«, ) J

^ mmf(m H- i ) F /" + m, ~\

— «p 1 H r — m, {m — i){m, — i)aÊ

^ r (m -h m,)- 1 „— {m — I ) ^ + ( »( -h «i 1 ) + m «p.
Lw/«i — (m -t- m,) J

'^

Comme aj3 ^ o, on doit donc avoir l'égalité

/,'[»!/«, — («( -I- »?,)]+ 2 M

mm, (m -h i)
=^ mm, — m,{m — •) ('«i— i}[mm, — {m + m,)]

— (m — i) [mm, {m + ;«, ) -t- m- m, — m {m -h '"i )].

En remplaçant A et u par leur valeur, cette expression se simplifie

considérablement : on constate sans peine qu'elle se met sous la

forme

(i8) m,{iii -+ m,) (m -h i) {'it — 2)^0.

Comme nous avons supposé m et ni, supérieurs à deux, cette égalité

est impossible.

Donc il n'existe pas dans ce cas d'équation irréductible d'ordre supé-

rieur à 4) en involution avec la proposée.

(i. Supposons maintenant m =^ ]. Dans ce cas l'éipiatioii (2)

s'écrit

, ^
<)<\, d'} à'I (<lf\ô'h .d'-f\è]^ ,d^f\ àf
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et Ton a encore

d'où

Nous avons vu, en outre, qu'on a

^1 = ap, + Mlp, -^d,p\~ + np,+ /.

L'équation (19) peut donc s'écrire

les termes non écrits étant indépendants de yOo.

Posons -T-^ = '^1 et dérivons la relation précédente par rapport à/>^;

il vient

Or nous pouvons remarquer que, si, dans l'expression de M" ', on

fait // = 3, on obtient précisément la quantité

cela se voit immédiatement en considérant dans le Chapitre précédent

l'expression (29) qui est équivalente à (82) et en remarquant que si

l'on fait n = '5 dans l'expression de {M"l\ -+- M""t -1-.. .+ ]M![) donnée

parla formule (3o), on obtient zéro. Donc dans la formule (291, le

second membre se réduit bien à ^ip^-r: -+- '<

La relation (20) a donc la même forme que celle dont nous sommes

partis dans le cas précédent (i4); si dans cette équation (il\) on rem-

place M^""!; et M'"lJ par leurs valeursetqu'on fasse ensuite «/ — i = 3,

c'est-à-dire m = l\^ on obtient l'équation (20). Comme nous avons
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constaté que la condition (i4) ne pouvait être vérifiée que si Ton a

rni{m,-\- m){m -h i) {m — 2 ) =: o

dans le cas actuel où m = 4) nous trouverons encore une impossi-

bilité.

7. Supposons m=z3. L'équation (2) s'écrit

on a encore

d'il
i\i' =1 -j-!- ^— niniiji,-^-b{m,— i ) -(- v{,r, j') ;

d'où

i]; = (j/'/), + ^,{a-,r.:,p,)

et l'équation (21) se réduit à la suivante, en tenant compte des valeurs

trouvées pour (g) et (g):

Posons -pi := '^1., et dérivons l'identité précédente par rapport à p,

en tenant compte de la valeur de (j/'; il vient

àé, d'h, .d'il, ,,[da âf ôa ,1

ày ' ôz •' dp, ^ Ida- ôz ' dz \

_ ,„,„,

I

_^ + y,, ^ + ^yj + 3_ yj; + 2^/j, + /! = o.

qui peut s'écrire

^^^' âr ^'^' dz ^'^ dp,

f d/ df . df 1

, ,\ da da db de ,"] ir,d-a „ ,\
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On peut voir encore que celle équalion a la forme (i6) du cas //< > 4 •

on la déduil de celle-ci en y remplaçant les quantités M™l!; et M™I^ par

leur expression et en faisant ensuite m = 3. En effet si, dans l'expres-

sion M" donnée par la formule

' da \ àa ()/> de

dx I dz
^n ^ n

i -r- ]
-^ jr l>>

-^
'-jZ 'J>

-^ j: -^ ^^^

on fait « = i, on a précisément le coeflicient de '^ dans l'équa-

tion (22).

Considérons maintenant la formule (32) du Chapitre précédent qui

donne N^~' : si l'on fait n = 2, on trouve

, .,, oà^a , \, d'à [d^b d'c d(ab) dbl^t

Or on a vu que

ô-a ô'

b

d'-c Oiab) db

le coefficient de yo, dans l'expression (23) est donc égal à 2 1: et par

suite la relation (22) ne |)eut différer de la relation (iG) où l'on auiait

fait m = 3 que par les termes /t et L; comme nous n'avons pas fait

usage de ce terme L dans les raisonnements, il est clair que l'équa-

tion (22) nous conduira aux mêmes conclusions que Péquation ( i()),

c'est-à-dire encore à la condition

»(
, ( /H I

-h /" ) ( '" -t- I
) l

'" — 2 )
r= O

qui nest pas vérifiée quand ru = 3. Donc nous trouvons encore une

impossibilité.

8. Supposons m ^ 'i\ en restant toujours dans l'hypothèse

m -H «( 1
=^ '" "( 1

.

il est nécessaire qu'on ait m, > 2. Mais nous venons de voir rpie, dans

le cas que nous étudions, c'csl-à-dire dans le cas où

n=: cr.{a-,r) e'"'-, b = p(u-. y)e"''.

il ne j)eul exisler aucune écpiation iric'chjcliblc du système (I ) d'ordi'c
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supérieur à 2, formant avec la proposée un système en involution.

Des raisonnements analogues prouveraient évidemment qu'il ne peut

exister aucune équation en involution du système (II), d'ordre supé-

rieur à deux. Donc si m = 2 il faut w, = 1.

9. Etudions enfin le cas écarté au début

m = m^ = 2.

La relation mw — ^,0), = o montre dans ce cas que w^co,; en

posant :;'= (jiz, on aura une équation de même forme; cela revient

à prendre
û) =r Wi := 1

,

d'où

a ^^ a.(x. y) e~, b:=^(x.y)e".

Dans ce cas les conditions (8) et (9) sont identiques et se ra-

mènent à

d-c de , da dh-— — 2— -h- 2a/> + h -T- = o;
oz^ az dx dy

en remplaçant a et h par leurs valeurs, on peut intégrer cette équation,

c étant la fonction inconnue; on obtient ainsi

c = e"[K(.r,j) — 3!,3c] + e=|^^-i--^J +H(x,j),

K et H étant deux fonctions arbitraires introduites par l'inté-

gration.

L'équation (2 ) peut s'écrire, dans ce cas,

dy ^ I' dz •'dp, dx P' dz ^' dq, ^ dp,

Nous pouvons encore appliquer la remarque (I); ici t = — i et /^ = 2;

donc ]/ doit être un polynôme du second degré par rapport à /),

<]f:=:u(x,y,z)p] + v{x,y,z)p,+ w(x,y,z);

en portant cette expression dans l'écpialion précédente et en écrivant

Joitrii. de Math. (G* série), tome VII. — Tasc. II, X)ii. ^Zj
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qu'on a une identité en p,. on obtient

du ()u do

dy ^ dz dz

di' dv
, , . àa db de .

y- q<^ 1- flC M- 2f/( if*r/, -t- () -t- -; H ^r-C/i-t- ^ 1- «O = rtC,
dy dz dx dz dz

dir dw
, , ,

àb 'Je ,
, , ,^ + '/.-^-+-''(*'7. + '-'^+

-JJ^f ^âJ.
+l>{''q>+c) = a^v.

Chacune de ces équations se décompose en deux à cause de la pré-

sence de q,. De la première on tire immédiatement

du

57 = "

et par suite

du-— = 0, U =: I.
dr

De la deuxième on tire

di' , db

d'où, en intégrant,

i' = A -t- i',(a", r)

avec

db dv, da de
-T h -T 1C -\- h-; (-00 = 0;
dy dy d-f dz

en remplaçant a, ù, c par leur valeur, cette relation se réduit à

dy

Enfin la troisième se décompose en

diV
,

dh
h yb -h -, h w- = o.

dz d.r

dw de— h ce -\- \- bc ^z oiv.
dy âx

En remplaçant c et h par leurs valeurs, on peut facilement inléu^rer

la première



INTÉGRATION DES ÉQUATIONS Al'X DKHn'ÉES PARTIELLES. îHl

et en porlant celte expression dans la deuxième équation, il vient

,ôb ^ di-, di <r-h J.,.,— 2 0- O—

;

dv ôy dy â.rOy dv

^ bc ^ al b--^ bi\^
,

dar
'

à.v
cl/' -I- f| )

-1- -7 ^ bc ^ a\b--i- Or, + -r—

•

Si l'on remplace a, A, c par leurs valeurs, celle relation est de la

forme
e'=[A; ^- B] + e-=[A' - -h B'] -h Ce^H- D; -t- E — o.

A, B, A', B', C, D, E étant des fonctions de x et/ seulement. Celte

relation devant être vérifiée identiquement, on doit avoir

A = B = A'= B'= C = D = E = o.

Or, on a

A=— 0.3(3^

il ne peut être nul que si a ou ^ est nul, ce qui est contraire aux hypo-

thèses.

Dans ce cas encore il y a impossibilité.

10. Vax résumé, nous avons démontré le résultat suivant :

Si une ('qiialioii de la forme

s — a{x.y, :)/),-+-/>(.r, y. :) f/, -H c(.r. r, ;),

où l'on a -— ^ o, j^ ^ o, forme separcnient un système en isolu-

tion avec deux équations irréductibles de système différent et d'ordre

supérieur à i, sans être en imolulion avec une équation d'ordre i,

elle est nécessairement de la forme trouvée par M. Moutard, et se

ramène par conséquent, par une transformation simple, à une

équation linéaire.

Kn particulier, pour répondre à la question posée au début de ce

Chapitre, si une équation .s- ^ ap -h l>q -+- c admet une intégrale géné-

rale de la première classe, les dénominateurs des deux invariants étant

d'ordre supérieur à Tunité, c'est une équation de Moutard.

11. Deuxième cas. — Nous supposeions maintenant que le déno-



minateur du premier invariant est d'ordre égal à i, tandis que celui

de l'autre invariant est d'ordre supérieur à l'unité; on aura donc à la

fois les équations (I) et (II)'.

Puisque —- ^ o, l'élude que nous avons faite au début du cas précé-

dent (n^S) s'applique ici, sans y rien changer, au dénominateur du

deuxième invariant. Par suite, on doit avoir

en posant z = isi^(^x^y)z l'équation ne change pas de forme, mais le

terme a)|(^jc-,j)^) devient identique à l'unité; on peut donc prendre

En outre, on aura encore la relation (9), en y faisant co, = i.

d'-c , , d-b db , da da de ()-n

(24) ^ + ("'.-');^7^ + «;jT + b- h //( 1 -T— := m
âz <)x ' ûz à: â.r

m, est Tordre du dénominateur de l'invariant : on a donc [)ar hypo-

thèse /;<
, ^ I .

L'équation (I) s'écrit

t'A, dX,
, ^ d\,

,

Posons -j—! = A', et dérivons par rapport à p, l'identité précédente;

il vient

ce qui montre (pie A', est un invariant du premier ordre de Técpiation

proposée; l'équation piécédente se décompose en deux :

àA', , , dk, àA!. , dA!.

dy '
dp, dz âpi

Les équations sont incouipatiblcs lorsque— ^^fc o, a moins (pion

n'ait

dA\ dA\ dA\ ,

dr dz dp,
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On aura donc

avec
diJ. Ou. ,

(l'on l'on déduit

du~—h c =: aw. :

ày

en tenant compte de la valeur de li, la première s'intègre facilement et

donne ix -f- ^ = a, (x, y); la deuxième permet alors d'écrire

,, àb dp.,

Faisons le changement de variable défini par l'équation z'=^z 4-X(j;,y)

avec la condition— = u.,(j:,y). On constate facilement que l'équation

proposée garde la même forme

5 = a/j, -h bf/i-h c

et l'on a

cela re%'ient à faire a, ^o. On prendra donc comme dénominateur du

premier invariant

At=p— b.

Si l'on remarque que dans ce cas— ^h, la relation (24) se met faci-

lement sous la forme

/AN à / da\ \ ,, ôaW
(,6) _(^„„«__j + _|^è(..,.-^)J-o.

12. Soit /)„ + o(x, j', :•, p,, . . ., p„ ,
) le numérateur de Tin variant

du système (I); on a identiquement

, ,
do (^9 .do (df\ do

(^7^ dj-'f'di--^dF,^[7é)d]r,^---

,'d"-^f\ do /d'-'/\
, df
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Posons -j—:— = o' et dérivons, par rapport à ^„_,, l'égalité précé-

dente; en supposante — i > i , il vient

en appelant A- l'ordre des dérivées d'ordre le plus grand dont dépend

effectivement o'. Si A-> 2, en appliquant la remarque (II), on voit

qu'on a

et

Pi

des,
, ^ £>?!

,
.£>?!

\dx^-y âjH^i Pi— />

Posons encore-;—-!- =0' et dérivons l'identité précédente par rap-
àpk-i ' r r r

port à/>A_, :

en posant o, = '| —^—r > l'équation précédente prend la forme

J^' + ^' dl
+

-^ 5;;^ -^ •• "^ Irf^^j d^ ^ ***-'- "'

elle a une forme analogue à (28), mais l'ordre maximum des dérivées

contenues dans la fonction ^' a diminué d'une unité au moins. En répé-

tant l'opération, on arrivera donc certainement à une équation (28)

où l'on aura A^2, c'est-à-dire

ou

01 ôl , d'i. ( >lf . ô'i.

,0(1
, , ôa ôb Oc ,

-t- /< -T \- (h -h i)-7- pi-h -r-f/,-i- -r- -h aO — o.
0.I' Oz ôz o:
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Si dans l'équation (27) on avail n — 1 = 1, elle s'écrirait

r;o do .ôo (df ôf ,\
dy ^ dz -^ dp, \à.r ' ôz '/

en posant j^ = Zi
,

ô'st' do' .do' da da db de

dr ' dz •' dpx dx '^' d; dz ' dz

Cette équation a la forme (29); il suffit de faire h = i et -r— = o.

Donc, dans tous les cas, on aura l'équation (29) avec la condition h ^ 1 .

La remarque (11) montre alors qu'on a

X( r)
^' = J^^^b

P- "^ '•' ^•^' •^' "' ''' ^'

X pouvant d'ailleurs être nul. L'équation ( 29) se ramène donc à

,„ ,
ôi., dl, .01, X fdf df , A
dy ' dz dp p,— b^dx ' dz

•'

J

, da , , ^
ôa db de

,

-+- h- h (/i -+ i) Pi-: H -T— (7, + -^

—

\- ab^o.
dx ' dz dz ' dz

15. Si X = o, en posant -r-i = X', et en dérivant l'équation précé-

dente par rapport à yo, , il vient

la remarque (II) montre alors qu'on a

fh— b

d'où
du du

, ,
^da_-Hy,- + «« + (A + .)^=o

qui se décompose en
du

dz

nu -If-

dy
[h -\- \) —- -^ au -\- -— = o.
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Comme nous avons supposé — ^ o, u ne peut pas être nul. On tire

donc de cette équation

(32) „==«(^,_^,)e»(',.v)=_^^

en posant
« H- (/( -H l)(o = 0.

14. Si dans l'équalion ( 3o) X n'est pas nul, on peut poser

il vient alors

, „ „ ^ ()u du. .au. ôf

^•53-^'^-^
— /> r , (Ja ,, ^da ùb de ,"1

Posons -r-^ = u." et flérivons deu\ fois successivement cette équation
ôp\ ' ^

par rapport àyO, ; il vient

Ou." du." .du."
,,

,' /i + i\da
(>>• ' àz àp, ' \ \ / (J3

cette relation a absolument la forme (3i); si i H ^^— ^ o, on en dé-

duira donc encore nécessairement la formule (32).

Enfin si i H ^— =

remarque (11), qu'on a

Enfin si i H ^— = o, l'équation précédente montre, d'après la

„_ X.(x)

^-p,-b'
d'où

fi'= ^ = \, Log(/', -ù) + ,i(.T, j, ;;).

D'autre part, de ré(|uation (33) on déduit, en dérivant par rapport

à p,.

du.' Ou.' ^àiJ.' da Oh de

dy dz dpi ().r dz dz

\ [ , àa db de
, | b , da

-^"'^\\''dI-^d-z'''-^-z-^''^\-\^'"'-'^7h=''^
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.

I X-

en lemplaranl a par roxpression Uoiivéc c'i en faisant -^-— — i

.

()a i)ii On <)/> <)r

,
I (, On Ob Or ,1 ,

On

A L Ox ilz ilz \

Celle é(jualion se décompose en deux :

On 01)
I

I ,

On ^, i)n Or
,

i \ , On Or I , Oa

Oy Oi- Oz \
I

Ov Oz \ Oz

de la première on lire, par inlégralion,

// + ^ ( I -H ^) — !(./-, V).

En portant cette expression dans la deuxième et en tenant compte

des valeurs de h et r, on constate facilement qu'elle se réduit à

Or On I h \ h On

Ov Ov \ \ ! \ Oz

Si 1 on reniar({ue ipie dans le cas actuel i 4- ^ ~- v ' '<' relalion

précédente prend la forme

(34) ^ + 6^ ^ \j(.r)n + n(.f. j).

D'autre part la relation (26) peut encore s'écrire

/ Oa , Oa \
,

1) ! On , On \

(35) /«, (\j« H u) -!- /»! «f/^ — X5— r= o.

Si Xj^o, la condition d'inléj^rabililc entre celle équation et (34)

s'écrit

r ^'' , 1) \
11/-

(oh) a\ îOi, ^ + >,i, h + m^
Jj: ^ + ""i >^

"

Joiiiii. de Math. (6' sliIc), Inme VII. — l'asc II, mi

Il- \,
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on eu tire pour a une valeur de la forme

^B|,<-,,>-)
« = — e

(3
6'= 4- C (...,..')

Si Ion transporte cette expression dans ré(|ualion (35 ). on obtient

Xse-=(ivt'=-i- B)ij5e-+ C) — X.lii'C— B^)

Ce polynôme en ''" doit être identiquement nul; le terme en ir- a

pour coeflicienl (/«, + i) \oBC; comme nous avons supposé X. ^ o,

on aura donc BC = o. Les termes eu c'-' sont identiques dans les deux

membres; en écrivant l'identité des termes en c' et du terme indépen-

dant de ï, on a

\o(OT| + I )iV|J5 -(- /?i|i3 (H 5 — Gtr) = o.

\,(«j,-+- 1) (C.v + B;3) — \,((;.i' - BS) ^ /«, nC-.

ÎNous savons que ^ n est pas nul; ir ue [)eut pas élre nul, car s il en

était ainsi, l'équation (36) entraînerait nécessairement « = o puisque

le coefficient de a est dilTérent de zéro. Dans ces conditions, si C =0,
la deuxième des équations précédentes s'écrit

X2(/"i-i- 2)B(3 = 0,

par suite B = o.

Si c'est B qui est nul, le système précédent se réduit à

\2(/?(, -h 2 ) =: w, C, \,Q.T^m^Q,',

d'où Ion lire encore C — o. On peut donc écrire dans les deux cas

w
« = — -^ e -;= a(.r, v) e -.

Nous avons supposé X^i^o; si X.^ est nul, l'écjualion (3 > ) se réduit

à ab-\-w — o^ et l'on en déduit encore « = a(x-,y)e"". \\\\ portant

cette expression dans les équations (34) et (35), on obtient les con-

ditions

-7- = \i«. a3 -i- IV ^ o, (m, -t- i) \.a — o;
dx ^
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la dernière montre qne dans tous les cas X, — o d par suite, d'après

la première, -— =^o.
' (IX

Dans ces conditions, l'équation proposée est de la forme

s = Y(/) c'--p + p(.r, V) c--,, H- J^-— ,3Y

ou encore

(3;) .^^(Y.-=,^|^(P.= )_?Y.

C'est la forme des équations de M. Moutard que nous avons déjà

trouvées.

It». Dans tous les autres cas, nous avons trouvé la relation ('').>); on

a donc

a — x(.r, Y) ("'"".nî— "^'\
A — [3(x. y)e-;

portons ces valeurs dans la relation ( .>()). Il vient

— A/i,—7—;— -f-aj(«(, — oi) ( I -t- oj) ei'+<"'- -W(,p r-^^f- — o.
(Ix ()y oy

Si i + fo = o, la relation précédente se réduit à -y- =^ o, puisque

m, > I par hypothèse. Nous retrouvons dans ce cas l'équation précé-

dente (37). Si (i +w):^o, la relation précédente ne sera identique-

ment vérifiée que si l'on a m, — m.

Dans ce cas, on aura donc

(38) a — y.>^"'r~, /; - 3 6-, c = $if" - afS e< '+'".'=.

Il est clair que si nous avions pris les équations (T)' et (IT) au lieu

de (l) et (IT)', nous aurions trouvé

a - - y.(x, y) c-, h — p(./-, y) <'"'. c =1 '-^tr - «3 e"

en appelant /// l'ordre du dénominateur de linvariant rclalif au sv;

tème ( I ) et sachant ipic //' > 1

.
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Il est facile de voir que nous sommes dans un cas analoj^ue à celui

du paragiaphe 4 précédent; les formules ijui donnent a et h sont les

mêmes, en su|)posant ///, = i, et la valeur de c précédente s'obtient

en faisant dans la formule ( 12)

Il ' ''^ L

//( 1))

Or nous avons étudié ce cas en faisant inteivenir exclusivement les

conditions tirées de l'existence de l'invariant du système (I) dont le

dénominateur est d'ordre m. Les calculs et les raisonnements peuvent

donc se répéter ici sans y rien changer : or nous avons trouvé dans

tous les cas que la possibilité du problème exigeait la relation

m
I ( //i , -H /" ) t ni -h I

) ( /?( — 3 ) 1^ o
;

nous n'avons donc à étudier que le cas m = 2.

Dans ce cas, en appelant p.^ -h •\/(x-,y, :, p,) le dénominateur du

premier invariant, on aura

M M
,

. ^ O'i ôf df ,. .

Oy " i)z
' '

(Ipi i).i- ' ' ôi •'

d'après la remarque (I), on doit avoir

']j — u{.v,y, ;)/»; +f(.r, /, --)/j,+ ir(.r. 7, ;);

en portant cette expression dans l'équation précédente et en exprimant

que c'est une identité en y9,, on trouve facilement

— + 7, — ^ \ ( l»/, -H f) +• — 7, + — ~(- 0(bq, -+- c) — aw.

lui se décompose eu deux

'>" v/ '''^

i)z llJ-

(hv .- <}v ,

>r\c H

—

1 hr -- oiv.

ôy >h-

('omme on a ^ =^
^ (a,^)^'^", la première s'intègre facilement ; on
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en tire

i dh \ I

11' H — — -h-— (V, (.r, r) :

3 (Il ->
^

en portant dans la deuxième on obtient, après quelques réductions.

ôy 1 ô.f i}y ?. dy a ày

da ^ / '^''^ " '^^ iab-

f)ji- 1 i)x- >. âr 4

Si l'on remplace a et //parleurs valeurs, on constate que cette identité

est impossible, à cause de la présence du terme en air.

Par conséquent, dans ce cas, il ne peut exister dVqiiation satisfai-

sant aux hypothèses, autre que l'équation (3i J qui est une forme par-

ticulière des équations de M. Moutard.

1(>. Troisième ras. — Les dénominateurs des invariants sont tous

deux d'ordre i

.

On a les équations ( I) et ( 1) , c'est-à-dire qu'il existe deux fonctions

A,(.i:,^', r, />, ) et YS^{x,y, z,q ^) ([ui vérifient identiquement les rela-

tions
JA, t)A,

,
ÔK, .

M. Goursat a montré ( ') que dans ce cas l'équation peut se ra-

mener à la forme

(39) .«=a(.r, ,-,;)/',</,.

En effet, en posant

de , db de , da— -\-ab — T""^"''~T~„^V^__^ d_y^ ^^ d. àu-
^

da dtJ

li dz

(') Annales de la Faeullé des Seiences de Toulouse, 2' série, t. I, 1899,

p. 66.
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les équations précédentes conduisent aux conditions

<)
— —

,

<l— — , (_-<( Il — :-//k --—,

d'où l'on déduit

c'est précisément là la condition pour que les écjuations

,lr dz <)v âz

soient compatibles. Si l'on prend pour nouvelle fonction inconnue

z' = U(j',y, z), U étant une solution du système précédent, on cons-

tate facilement que l'équation proposée prend la forme (39).

Réciproquement, pour toute équation de la forme (39), les équations

(T) et (ly admettent une solution : on peut prendre par exemple

A,=r/j,. Iî,--v,.

Les deux invariants cherchés seront donc de la forme

Pn-^ K-'--.r. -'-/^I- Pn 1) ,^ _ '/» -^'-l^l ('..'• J./'l- Pn-^)
(S ^ —

—

, cp, ^

Remarquons d'ailleurs que l'équation (^9) peut dans certaines con-

ditions admettre un invariant du premier ordre; en effet, soit

o(x,/, r,/^,) un tel invariant; on doit avoir identiquement
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d'ordre supérieur à i, c'est-à-dire

da ,

Nous aurons plusieurs cas à distinguer suivant la valeur dr //.

17. Supposons d'abord 11:^2, c'est-à-dire o =/;o -1- i/l '^^x,;,/?, ).

On doit avoir identiquement

en tenaut coni[)le île l'expression de \-j-\ calculée au Chapitre précé-

dent (n" Il )

O'I dl ,)\,
I

Û'J „ , <:)a „\
I ,

^ - ^/>
T. -- "''"''

ôF,
+ '/

L'i^/''
""^''U ''

"n
" "" •

•

d'où

C'est là une relation de la forme

(41) p, ( -p +a- )+ — = A(.r, z,pi)a + ii.{j;, z.p,

les coeflicienls de A et ij. ne dépendant pas de y. On en tire, en déri-

vant par rapport à p,,

Les quantités V— et y- doivent être indépendantes de/?,, sans (pioi.

en dérivant encore une fois par rapport à p,, on obtiendrait

à-'/. â-u.
T" h ^ (>,

()/>] or\

relation impossible si -r—^ et -r-^7 ne sont pas nuls, puisfine nous avims
'V'î "/';

'Il
supposé -— =^ o et que ), et u. ne dépendent pas de y.
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De la relation (4i ) ''" peut donc tirer

(T') ' el, par >uile

/ àa

â.r
= ^{.r,z)a + ^,(.v,:).

Portons ces expressions dans lécjuation (/jo ), il vient

Cette relation devant être vérifiée identiquement, il faut (ju'on ail,

puisque -y- est nul.

Ecrivons la condition d'intégrabilité

im Ox

d'où

Le coefficient a doit donc vérifier le système d'équations

(F)

«Jrt . , , àx
-T \- a-=ix{.r, z)a -h -r-,
0: az

îNous retrouverons ce système (F) et nous l'interpréterons après

avoir étudié tous les cas.

18. Supposons maintenant n = 3, c'est-à-dire

'? --/'3-i- '•]'(••', J, :,/^i>/'2);
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on aura idenliquernent

en reiiiplaçanl k-s coeHicients par leur expression

Nous sommes Ici dans le cas d'appliquer la lemanpae (II ), dans

le cas particulier où li^i, i =— i; j/ doit donc être un polynôme

du second degré en p., le premier terme ayant pour coefficient

X(a;)A:'*^", c'est-à-dire —'—; d'où

^ '
'

) ,

-/'l

Portons celle valeur dans l'équation (43 ): le terme en pi disparaît;

nous aurons donc, pour exprimer (jue c'est une identité par rapport

à Pi, deux équations dont la première est

qui peut s'écrire, en explicitant les termes.
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Soit iiiaiiUeiiant X + 3 ^ o; réquation ( l'i • s'écrit

Oc ûi- <>>

Un raisonnement analogue à celui qui a été fait au sujet de la rela-

tion (4i) montre qu'on a

àr ai-

, , . ,-. , II-. '•'"'

et la et)Ufliliou d uiteirrabilite montre que —^ — o.

onc i- — h i', {X, y) el I on a

(45) jj^.
\,(.c)r,-i-^,(.r.:.K >i-^-

Ecrivons l'équation (|ui correspond aux termes indépendants de p.^

dans l'équation (f'î '

d'où

Posons-;-^ -^a' et dérivons trois fois successivement par rapport

à p, cette relation; il vient

'Al' <A>

( ,-) \-„/>, H '.«-> -r ''I ^ ".

Or, on a vu (]ue

Far un raisonnement analogue à celui qui a été fait au sujet de la

relation (
'i

i ), on déduit de là
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l.n transportant cette expression dans l'équation ( [\~ ), celle-ci se

décompose en deux, imisipie — ^=n, et il vient

<hv'
, .

/Ji h au' -\- na := o,
,

— h ba, = o.
uz

La condition d'intégrabilité donne immédiatement x, = ——•

Nons voyons qne, dans ce cas, (/(./, y. z) doit vérifier le système (A) :

(^::.\,(.r)"+3,(.r,.).

(^^
'..-,.

,
" •

I (ly.

y.{.r. z)a -1 -
(>;

Soit enfin X + '2 " o dans l'équalion (
j

'j ) ; on pent alors l'écrire

, d<i ,\ ôv \ i)i'

On en tire, par un raisonnement déjà fait plusieurs fois, en tenant

compte de ce qne — o,

lia „ dûf

r^-«/-,-.\,(.r).

• Dans ces condili(ms, l'équation ( '|H) s'écrit

(49) <hv <hr
^

r ()r, ,/àa X"!

lui tenant compte de l'écpialion ( '|8 ), on a

<j i O'i „ \ / <Ja
, 1 / i)y. A r^z <} x
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L'équation ( '19) peut donc se mettre sous la forme

(5o) />;.! — a^ -K/J, k + \, 1^ =/,(x, z./j,)ii ^ix(.r. :,/>,).

Cette relation a une forme analogue à celle de l'équation ( 4 i ) ^ un rai-

sonnement analogue nous permet d'en conclure

1 i — x-^rzz m {.r. z)a ~ n (.r. ,-
).

(5i)

Or on a posé

1 .On ,, , , , ,

K -1- \ ,
-— =z m (.r. z)a -^ /i (u\ z).
(j.r

J — ;.-—— -h 3« -—, \\---—;.
(jz a.v ().r il.f-

En tenant compte de la relation ( '|8)on peut écrire

J =r { a « — « ) -T-
().r ,).r lidOz

et les équations ("u ) prennent la forme

—-(a — «)— y {.r, z)a -\- o(.r.z).

-—— -!- \, -— — m\x. z)ci + Il (.T. ; ).

La condition d'intégrabilité entre ces deux équations montre immé-

diatement qu'on a

-^ + \,/ -I- « =0.^ • 0.1

Kn posant — -f-Y = a', la dernière équation (
Vi) se réduit à

ôa'
,

1- X,« -' o.
à.v

Si l'on pose \., = / X, '/.'', on tire de l'équation précédente

i).r '

et cela est vrai même si \, est nul, Xo dans ce cas étant une oon-^tanlo
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([iu'lnni(|iie. < )ii a donc la relalinn

g=.-..(..r)-,(.r..)..

l'mir (|ue cette équation soit compatible avec la premièie des équa-

tions (52), on voit facilement qu'il faut que ---^ — o: mais alors la re-

lation précédente est de la forme

en y joignant la relation ( '^<i) déjà trouvée, on obtient précisément le

système (F) dans le cas où X = o.

Donc dans tous les cas, lorsque «=r'i, on doit satisfaire à 1 un des

systèmes (T) ou (A).

19. Supposons // = I, c'est-à-dire

'J z= p., -+- 'i ( J", r. :. Pi- p-2- /'::}

On aura identirpiement

Nous pouvons encore appliquer ici la remarque (Hj, en faisant

A = 2. /-- - i; nous en déduisons

\ ( j' )

•J/= —!^

—

pI-^ i-(j". V. z. Pi. p.,)p,-^ ty{.T, y. :, pt, p,):
P>

en portant cette valeur dans l'équation (
">'^), les termes en />j dispa-

raissent; écrivons que le coefficient de p^ est nul: il vient

Oi- ih . ô^-
, df X ,;,•



La iiHMiie iviiiaïque ( il ), appliquée à cetlf ivlation en faisant /i = i,

i — o, nons montre qu'on a

1= —-v—Pi — >•!( '-.v, --./'i)/J2— <>('..»'. :,pi):
P\

en portant cette valeur clans l'équation (54) et en exprimant qu'on

a une identité par rapport k p.,, il vient

(ô.-i)

<).•,

(.<;)

L'équation ( 55 ) s'écrit encore

(^i7)

^ /?, ( 9. \ , -H 6 \ W ^ -H rtM = O.

Si (2\, -f- 4\)(iX, + (iX)^^ o, on tirera de celte équation, par un

procédé souvent employé, un système de relations do la forme (F' );

en poitant ensuite les expressions ( F' ) dans l'éqnalidii précédente, on

tionve sans ])eini'

onnlillriil donc le système ( F ).

2(L >iq)|i(isiins qu'on ail uXi-f-dX -- o. L'équation (
');

) si- ré-

luit à

'^ZTT.-"PA-Â7r f'i

,h-,
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Nous mettrons à part le cas où l'on aurait \ = o et par suite \ , = o ;

ce cas sera étudié plus loin. Un raisonnement analogue à celui (|ui a

été l'ait au sujet de l'é(inalion ( '| i ) niontro qu'on peut déduire de l;'i

et [)ar suite

,- an ^. On
(08) ,X_.^„X, + __.

C.onsidéroiis récpialion (><>); eu y n-niplaraut r, par la valeur précé-

dente, elle s'écrit

^h -. X
I

1/'? I- .1 /', -f- K
I

+ 3 ~"^ )- ',/y,
( 7j^

+ rt-
)
- o.

Posons î—-; ~ i- et dérivons trois l'ois succcssivemenl par rapport

à p, cette relation; il vieni

En multipliant tous les ternies par/?^, on obtient une relation de la

forme (4ij; si X^ 7^ o, on en déduit donc le système (F') et en portant

ces relations (F ) dans la précédente on en déduit

^'--^TE' t "

c'est-à-dire encore le système ( V).

Si \. -:-- o, on a

Il { .r, ."
I

/'i

et le terme logarithmique disparait ilaus l'équation ( 5() ).

Posons alors

et dérivons deux fois par ra|>poii à /', cette ('(pialion i x)); il \ieiil
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D'où Fou tire une relation de la forme

I = y.(.i:. z)a -r x,(.r. -).

et en portant cette relation dans la précédente, on constate facilement

qu'on doit avoir
I ûx

Par suite.

(lelte relation, jointe à la relation déjà trouvée ("iH ), constitue un

système de la forme (A).

'il. Supposions maintenant 2X, + 4\ = o et mettons tou,ours à

part le cas où Ton aurait X ~ \, = o.

I>'é(|uation (:}7 ) se réduit alors à

yj:- J (J/'i dz

D'où Ion déduit, toujours par le même procédé,

et

(60) — -h n-— y.(.i-, z)o -h -j^-

i/é(piation (
.")()) s'écrit alors

()i-. i)i', . . ,1 ()n / àa ,1

+ 2 \
I
1/-; -r- .1//, + K

I
+ O — -f A/>, [jy^

-h >l-j -- ...

Or, en tenant compte de la relation (Oo), on a

/ i)x ,\ <)x ()-v.

1 =r « a 1- a- 4- 3C 1- -7—r;
^ <)z J ilz a:-

l'équation précédente peut donc se mettre sous la forme

/
,

()n ,

I
X ., -r~ :i ()<t

I
.
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Celle relaliim a alisoliiiiiciit la foriiie ( m) ), au facteiii' -^— pivs; il

suffit d'y poser ; . — \|-

Toutes les conclusions que 1 on a liiées de celle relalion ( >t>)

suhsisleiit, puisijue nous avons encore

donc a vérilie dans ce cas un syslénie de relall()n^ de la lornie (T)

*1'2. Supposons cnlin X == \, -^ o.

Léqualion (jy) se réduit dans ce cas à

— " [/' -

d'où 1 on lire

,.,/;,= X,(./).

L'équation (")()) [icul donc s'écrire

Si (Xo -f- 3 ) (\.^ -f- _'|) ^ o, on peutencore déduire de celle équation

le système de relations (f). Si l'un ou l'autre de ces deux facteurs est

nul, nous aurons recours à l'équation qui détermine iv, obtenue en

égalant à zéro le terme indépendant de /), dans l'équation (,Vi) :

Nous pouvons appliquer la renia t(jue (II), en faisant t ^= —i, h=^ i;

nous en déduisons

/'ï

on a d'ailleurs

Joui II. de Math. (6' série), loiiic \ II. — K,isi . Il, itjii. -7



2o4 K- 'iAr.

les cjuaiililés iv,, ^Vo, u'3 étant des fonctions de j.', y, z, p,. En portant

cette expression de vv dans l'équation (G2), on en tire

d'où

(63)

-t- "', y I
« 4- 1^1 </! p.! + 3 y , (

— + a-
)
= o,

On a en outre, en partant toujours de l'équation (G2 ),

+ '07, p;i H- t',r/i [1/'? + .(y^î + K /']
I
+ vi 1^ '^

d'où

I
t^W

.,
/'Oa ,\1 V ri •> I II i>

-H i's 2-p + 3/;, ( — 4-«' H -1- Xj[l/y; + J/), + K
I
+ K = 0,

Supposons maintenant (ju'on ait X^ + ,5 =: o. L'équation ((h) montre

(ju'on a

(6d) —+ a2=r «(./, ;)r/ +

—

i'2 --- o£(.i-. ;)/_>, -h X,i(.r);

on portant cette expression dans l'écpiation (<J3), il est facile de vdir
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qu'on en tirera

''" =X{.r)« + ;3,(.r. =),

à moins que SXj + 2X2 = o, c'est-à-dire X, = 2.

S'il en est ainsi, cette équation se réduit à

dii'i t^H'i Pi ,,
^; h rt T—î— = O. d OÙ H', «, =X,(j;).
a: dp, '

L'équation (64) s'écrit alors

""'^ - ^/''
* f

'^ ^ ''^'' ^^ "'"''] ~ ^ ^ ''''

^
'^'' ^ '^^ ^ ^'

" °'

en remplaçant I, J, K, R par leurs valeurs et en tenant compte de la

relation (65), cette équation se ramène, après quelques calculs faciles,

à la forme

(6-) —[(a — «)/>,-!- 2 Xi +2X5] = ?.(.«:, :i,pi)a -hlJ.(.r,z,p,).

Si X.,, -I- X- ^ 0, on en tire la deuxième équation (F). Si X., -1- X;^ =0,
on en déduit

(68) i^(
j: — «) = ?>{'• î)« + yi-^- -)

D'ailleurs, en portant cette expression dans l'équation en «2, on

trouve Y = j-* Écrivons alors les conditions d'intégrabilité entre les

équations (65) et (68); on trouve sans difficulté que deux de ces

conditions sont

à<x f)â ., dx ()-x

d'où Ion déduit

(J.f (J.X ()z

On a par suite

_ t de.
. _ <^?' _^ ' <^^
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et la relation ( (xS ) peut s'écrire

— [X — a\ —
il.r

puisque (y. — </) ne peut pas être nul. par Iiypotlièse. on a donc

et cette équation, jointe à la [(talion ((lï). forme encore un sys-

tème {T ).

Nous opérerons de même si cest le facteur ( \. -h ) ) ipii est nul.

Dansée cas, l'équation (61) permet d'écrire

(69) ^=X(.r)« + ,3(.r,c),

io= \ Loo /), + c'^ (.r. :). -—^ = 3.

D'autre part, l'équation {GV) permettra décrire la première rela-

tion (F), sauf toutefois si l'on a X3 -1- X. -^ i = o. c'est-à-dire X, = 3.

Dans ce cas elle se réduit à

(Ar, i)i\jP, ii\ ^^ j

et l'on en tire

.1 ,//, -+- \ 1.01; /(, +• v'^-^\.(.r) = o

ou encore

L'é(pialion H'}.]) s'éci'it alors

(Al., (hy^, , ,.
i

i)(i f-ùa , \\

+ rJ -î^ -- 3//, ( -^ -r «- n - .', {\/>-î^i/j,^ K ) -h I'. = o

1

-h/j,(\ Loii/v, 4- i:,)( -^ -!-«=) - 4^1/;; H-,1/', + K) -f- R-TO.

Si nous dérivons trois fois successivement cette expiession par
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rapport à yO,, il vient, puisque H est un polvnonie du second degré

en/),,

Si X :^ G, on lire facilement de là la première relation ( T ). Si X = o

l'équation en w ., s'écrit, en remplaçant R par sa valeur,

,hv., an:. ^. [,)(, . (h,

+ P> '•. [jz - <'^) + '
1 /'î - .1 /', - /', {^jrjj. 4- «_

j
- k = o :

d'où, en dérivant deux fois par rapport à />,,

par suite, d'après un raisonnement souvent répété,

\ :=: c.(.x. z)a -H a'(.r, s).

lui transportant cette valeur dans ré([uation précédente, on trouve

sans difficulté a' = —— ; en ioiciiant la relation

T , ^ ' f^^l^ y.(a\ z)a + —

à la relation (69) déjà trouvée, on obtient le système (A).

Donc, lorsque n a l'une des valeurs 2, '.^ ou 4, le coeflicient a\x,y., :)

doit satisfaire à l'un des deux systèmes (T) ou (A).

25. l']tudions maintenant le cas où // > '1; on a alors // — i > 3 et

par suite, en appelant p„-h o(j',j', "./',. • • .,/>„_,) le numérateur de

l'invariant,

J: ûs> , do / df\ do

K„_, ne dépendant pas des dérivées d'ordre supérieur à {11— V).
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Posons ,

'^ — o' et soit k l'ordre maximum des dérivées nui fiourent

dans cp'; en dérivant l'équation précédente par rapport à /^, _,, il vient

Si /i"5r, cette équation s'écrit, en explicitant les termes,

et Ton en tire facilement le système {l^).

Supposons k =^ 2. On a, dans ce cas,

La remar(pie( Il ) nous montre alors qu'on a

o =—-— ^. -)-n(x, V. 5,/^,),
Pt

d'où

du ()lJ. au.

rt- r= o;

cette équation peut s'écrire

^7^) dy=''' irz-^'''''W^-^^
^"~'^^'^'''^ ^"^^Tz^''}^-''-

Si aucun des deux coefficients (\ -f- // — i), (X -f- //.) n'est nul, on

tire de là le système (F) en appliquant toujours le même procédé. Il

n'y a donc qu'à étudier le cas où l'un de ces termes est nul.

Si \ -4- // — o, on déduit do la relation ])récédenLo

(73)

ôa— = \,(./-)a + p,(./-, --)•

f/
= X, Log/j,-+-n,(.r, ;). -^ _i3,.
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Si \ -+-// — I = o, on déduit de la même relation

(74) Idz dz

(
p.=— «(j:-, =)jOn-Xi(.i-).

Dans les deux cas, en appelant /// la valeur de — \, qui est //

ou /< — I, on a

en portant cette expression dans l'équation (70), lo terme en p„

disparait, et il reste

0) dz d/>, \dx"-^ J Oii,i-i

_ '\f

/'i / "/'i

les ternies non écrits ne contenant pas les dérivées d'ordre supérieur

à (n - 3).

Nous poserons
^' ;= o, ; en dérivant par rapport à /^„_| l'identité

précédente, il vient

./, , /.... +(f"-/'0'^« 5 + Mr? = o,

/i étant l'ordre maximum des dérivées dont dépend elleclivemenl Ç/',;

remarquons que si l'on remplace M"~!^ et ^"„_\ par leurs expressions

on a

en posant

fJrt i <)a \ (n — i)(ii — -2 m )
-7- + «M >

r ,
<;-« /((3/( — 5) i)r/'\ (/; — 1) (/i — 2) ,.



en conservant toujours aux symboles P, I et K la même significa-

tion (Chap. II, n" 11); le ternie A ne peut être identiquement nul,

d'après les hypothèses faites sur les valeurs de /;/ et n, que si Ton a

à la fois

Oa àci .,

àj: 0:-

car le coefficient (/i — i )(/i — -im) n'est nul pour aucune des deux

valeurs de m. Or c'est là une forme particulière du système ( F). Il

s'ensuit que si Ion a // <] 2 dans l'équation ( 71), on devra avoir A ^= o

et par suite le système précédent.

Nous pouvons donc supposer /i ^ 2

24. Prenons d'abord h = 2. On a alors

D'après la remarque (II), nous pouvons écrire

\,(.r)

^p\l
/>l-T-i/{.i\y. ;./',)/'î-+- '('•,'• ->/'[);

en portant cette expression dans l'équation précédente et en égalant

à zéro le coefiicient de p^, on obtient

àii <)</ 1)11 \
I

()'i
, ( ()a ,\|

<)y " àz •
"" 0]H

'

l'\
' V •>' '\<>:-

qui peut encore s'écrire

(-7)

du

J7 = «'

du <)upi da \., — in(it — 'i)

h a—r-! h
dz dfx d.r p,

fê-«M[x.-^^

Si aucun des deux coeflicients de y- et do ( -p -f- cr
|
n'est nul, on

tirera encore delà le système (F); il est facile de le vérifier; supposons

donc que l'un d'eux soit nul et posons Xo — m', m' étant égal suivant

, . / , ( 2 /« — /()(" — I )

le cas a in{n — 2) ou •
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Kcrivons niaiiUenant (iiif 1<^ teiiuc indt'pcndanl de /^, diiiis l't''([iiii-

tion (7(5) est nul :

6>t>

d'où l'on tire

'hi -

i -\i\ ' <^'' '•*>' T'^^' / '^" ..il I.» . 11(11 — [)

Il {in — .")
) 1)11 1 ( /( — \) {11 — >.) ,.

a —— A K =: o.

Supposons alors ([ue/»'= rn{ii — 2); réf|nation (77) s'écrit

/ ôa '\ n(ii — I ) — >. ni ôii ih ait

\(Jz I ?. i)p, az

d'après les hypothèses faites sur les valeurs de m et n, on peut constater

facilement que le coefficient [/i(n — i) — ini] n'est jamais nulj on

lire donc de cette relation

i)a
, ,

<)cit.'

(70) -; h a-= a'(.i-. z)/-/ -\ — •

'
ilz ilz

Si m = ri, cette relation, jointe à la pn^mière relation (7 j), forme

un système (F).

Si m — // — I , la première relation ( 7'î) comparée à celle-ci montre

i[ue a' — a; on aura alors

11/,, = /:x/j^-^\\ (.r).

en posant

Portons celte expression ainsi cpie celle de a dans l'écpialion (^78);

si l'on tient compte de la relation (79), on sait que I est une quantité

de la foiine y.,( ./, z)a -h a.( .f, z); celle é([uation ( 78 ) prendra donc la

Jouin. de Math, (fi- série), lomc VU. — Fasc. II. if)U. -c
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forme

\(.r. ,-:./*,)r/ + P>(,r. ;,/.,)

+ /'. Î;j7[/--i"-'-^)^] + ("-)- j;:;^^ ^ "U\

On en déduit, p:ir \c procédé de calcul appliqué à l'éi|nation {^'\ \ ),

()fi ,, . ,., f-'°2: /((.i/; — 5) ^Jr;—
- 5! (

/ — /' -h !
) + I '/ — I ) -; r -' " ^^ ^ P f' - )" + /( •'•• -" )•

ù.r Ov àz T il.r
'

Si Ton tient compte de la relation (79), en faisant a'= a cl en rem-

plaçant l\ par sa valeur, on peut voir que la première de ces relations

s'écrit aussi

Le coefficient (//- — 3« -\- \) n'est jamais nul.

Nous obtenons ainsi un système déjà étudié (^f)2) : on a vu (ju'on

pouvait en déduire le système ( F ).

o •
,

i.i ni — '>)('! — I ) n • \ 1 • •

supposons maintenant m = —— ; I équation ( 77 ) s écrit

11(11 - \) — \>.m ()a 0(1/1, ()ii

'/•> <^'- ''/'< f>-

on en tire immédiatement

I s I )
— ~ X

I
(
.;

) « -^ p, I
,/, ; ).

Si /// -= // - 1, cette relation foruic avec la première i-eialion ( 7
'1 )

un système ( I' ).

\, el u., i'i'|)i'ésenlant les uiéim-s fonctions ipir dans le système ( 7^ ) ;
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l'équalion f-cS ) peut alors s'écrire sous la forme suivante ;

s étant un polynôme du second degré en/?,. Supposons \,^o; si

nous dérivons trois fois successivement par rapport à /j, cette identité,

en tenant compte de ce iiuc —— ( ii, Lo^/?, ) = -, il vient

d/r; y ,):.,

t \ I ( Il -r l)i II — '.
) rp • . ' •

. . IUr, on a A -h rt — I = -; ce coellicient n étant [)as nul, un

tire encore de là la relation

1- «- = zi .'•. z^'l ^ ;

il suflil en ellét de multiplier Téquation précédente par
p'I

et de dériver

ensuite par rapporta p,. Comme nous avons déjà la relation (8 i ), nous

obtenons donc encore le système (F).

Faisons maintenant X, = o; u. et up, sont alors indépendants de p,

et l'équation (7H) prend la forme

-JZ
+ "/>> ^^

-^ '/'r+ U'-- ; )/'. -i- B(-'-, -^) ^ o;

en dérivant den\ fois successivement piu i apport à />,, on en tire

i)pi \dz / Oji] \ dpt '

et par suite

1 t=- y.i.r. z)a -+- y.t{.c, z).

En portant cette expression dans léquation précédente, on constate

que la condition d'inlégrabilité exige qu'on ait a, = - -^•

Cette tTlalion, jointe à la relation (iSi ), forme im système ( X).

En définitive, lorsque // = 2, on a nécessairement l'un des deux

systèmes ( F) ou (A).
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'lii. (".oiisidérons maintenant le cas // — î. On a

()0\ l):, ')-J, , 'If '/-v, , ff-f
,
Oo\

777 -'-'/'Tyr -•^;>y;7- <i',-v; ^1^^ i;v^
"'''*'''-^- '''-'-""•

La remarque (Il ) permet d'écrire

et, par suite,

y.;,+ o,(.c.j, --,/',,/>,)

/'i

La même remarque ( Il ), appliquée à cette nouvelle é(|uati()n,

montre que

'/'I

— /''+ "(''-.'•, -/'! l/'2+ '(•'•/• ^-/'l)-

Kn portant celte expression dans ré(|ualion (^>^) cl en écrivant

(pion a une identité enp.^,on obtient deux relations, dont la première

est

(pii s'écrit encore

(83)

^ "'

Ou <)ii II, <)fi Xj-t-iXo— min — 9.)

-r + "—r- -+- -)
^

a: il/i, (Ir jii

1 1)" . \ I V , ,. I // — I ) ( /t — 'i m ) 1

\(JZ '

I

•' -

3 J

Si aucun des coeflicienls de -^ et ( -r—l- rr ) n'est md, les conditions

(pion lire de ré(pialion précédente conduisent encore an système ( l'),

comme il est facile de le vérilier. Nous supposerons donc que l'un

d'eux au moins est nul; les deux coclficicnls seroiil nuls à la fois si
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l'on a

\, --
-\:i
— nu II — ()--"(" — 1 )

La fk'ii.viciue lelalion i[U ou déduit de Fcqualion ( Ha) est

8.',) _+^,-- + /
iJV ()Z ll/l,

I ()'r 1 (la ., , ] ^, ,
, , , ,.

-+- u,,,,i,
j

— -^/'il ^ + "'11 -'-^î'/i"/'i + .I/'i^ K) -^'y,/.,-o.

I" Supposons \:, -h 2 \^ = ///( // — 2 ) Cl

. - ,, . . {•iiii ~ n){. Il — \ )

Xs + iXjr-

On lire alors facilement de l'cquatiou ( «S > ) la relation

(b;)) —
- +«-— a'(,z-, c)ff-i- -—

•

<lz IJZ

Si dans ce cas /// := //, on a en outre les relations ( 7 i ) et par suite le

système (T).
Si m = // — I , ou a le système ( 74 ); on en déduit a — a; en outre,

rn posant \,( ./; ) = \, + in — i

)

^(

n — ?

)

^ ^^^^ ^.^^ ^^ l'équation (83)

Imi tenant compte de ces relations, ainsi que de la valeur de [j. qui

est donnée par les relations (74), on peut constater que Léqualion (84)
prend la l'orme

K , . I. , il. ^- Ofi
, àaA (j-, ;./-,)« + H ,/•. .-. /», )-+- ;<| \,.l — 3c\., -j y.[n— -y.)-—-

{
UT a.r

, ,.,
i)a n{r>n— U) da 1+ (" — l)--r-(a— 2a) + -

ÔX ' 3 (>./

I \ X- / ^ T
'•'''

1 I\ > " I 1 ( " — ' ) 1+ [\,4-\,(«- .'.)]j^ + Iv .\,H -^
: = o.

Eu tenant compte de (85), on a

,
iT- (i ,, i)ii 1)1:1 i)y. 1)'- y.

.1 = !
^j

—

— + aa -— =-- [ly. - ii\-~ -v- -—a -\- -—
Ou a: i).i- ().i- 0: Oz-



= A« + B.
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On peut faire entrer dans A et B les termes />,( -^a ->r- -r^
)
et dans ces

conditions Téquation précédente s'écrit

(8t>) (X,H — j(a_a)j-/),

+ K
|^\,

-^ ! LA
LJ + [x^ ^ x,(„ _ ,o]— = A«

Le coefficient de K ne peut pas être nul dans ce cas, car il est égal

à X, qui est précisément le coefficient de ( -^ -r-o'-) dans l'équa-

tion (83) si l'on fait /// = // i

.

Donc, si X^ + '
'—

Y^ o, <in tirera de là le système déjii

étudié (52 ) :

K -t- \{x)-— — in{.v, z.)u -r n{x, z).

On a vu qu'on pouvait en déduire le système (T).

Supposons donc qu'on ait

.. Il-— iii -^
'iXoH ^ O :

le coefficient de K se réduit h — i, et l'on peut toujours écrire

En portant cette expression dans i\''(|uati()n i S '( i, il vient

V I o ^ /
'^^-

\
'Un — \)

en outre

en égalant à zéro le coefficient de a et le terme indépendant de n et en

écrivant les conditions d'intégrabilité entre les équations obtenues, on
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()S . .

trouve, par un calcul facile, -^ — o. Nous écrirons [iJ
- X, Pt Ton

aura les relations

da , ()x
-, 1- rt- = «a H——

,

ds i)z

rPa ,, àa

La condition dintcgrabilité s'écrit

\ ().>
'

il.i- il.r

I

(A/-
' r).r-

I

'
(J.r- ih i)ri)z à: (h

en dérivant cette condition par rapport à .<, on obtient une relation

de la forme

(8., \t',\^^<'^,-^~

-f- ^[- T./\, -t- K(.r, =)
I
+ ll(.r, z.)a -+- L(.r-. ,.) _«=^ =o;

en ajoutant à celle-ci la précédente multipliée par i\, il vient, en

supposant X ^ o,

(89) ^[-6\,r.+ K(.x,z)\ - (r-Lx,\^'^) + \\{jr,:.)a + h{x.z)^o,

en changeant la signification de K, H, L.

Si X, 7^ o, on peut tirer de là

àa La- -h K« -;- I.

il.r a -+- K
'• = -r.[--'^^]:

en écrivant la condition d'intégrabilité entre cette équation et celle

qui donne— > on obtient, en chassant le dénominateur (</ + k )-, un

polynôme du quatrième degré en a dont le terme (mi r/' se calcule

sans difficulté : son coefficient est égal à k\ on a donc nécessai-

rement /ir = o.

Dans ces conditions, si l'on porte la valeur de— dans ré(|ualion (^8-),

en opérant de la même manière on a évidemment un |)olyiionie du
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quatrième degré en a, dont le teime du plus haut degré est — N^)«';

donc \| = G. Si K n'est pas nui dans l'équation ( 89 ), on en tirera la

relation

-^S(....)«-.o(.,-,.)

et, en portant cette expression dansléquation (87)011 Ton a fait \, = 0,

on voit immédiatement qu'on doit avoir [3 = 0; le système de relations

que vérifie a se ramène donc au système (F). Supposons K = o, on

vérifie facilement qu'on a

I

à.r ' ,).r'-
I

Si K est nul, léquation (87) se réduit à la forme

' 6>.r / ().T â.r

c'est une équation du second deçré en -r— : on aura donc

àa
,,

Ô.T

et par suite encore le système ( P).

Supposons enfin X = o; si X, n'est pas nul, ré(]uation (^88^ donne

C'est la formule déjà trouvée plus liant, où l'on aurait fait \ — o.

Les raisonnements déjà faits ])rouvenl qu'on a nécessaire-

ment \, = <i.

Dans ce cas, l'écpiation (88) s'écrit

(Pot.

Si 'i-r^ — \y ^ o, on tirera de là une relation de la forme
il.r^ ' '

-^ —p{x,z)a -H â(./-, --)

et l'on montrera ci^mme pii'cédemmciil (pie 'i doit élrc nul, en s.'
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servant de réquation ( 87). Si 3 y-^ = 4Yi l'équation précédente doit

se réduire à une identité en a, d'où les conditions

yO'-y. _ ,
d'y. ô-j. __ ()-/

< )r, d'après la première, -^ =0; donc y-y- = 0; en comparant

cette relation avec 3-—j = 47. on voit que, dans tous les cas, y = o

ô'-y.

et -r—, ^^ o; l'équation (H") se réduit alors à

I
da \- daf. ôa /^^

d'où l'on tire encore — = [i( ./•, ;) et par suite le système (V ).

2" Supposons qu'on ait dans l'équation ( 83 )

,.
, o V-

(im— n)(n — \)
A;,+ 3Xj^ ^^ el X3 + 9. Xj^; /«(// — 2).

De cette équation (83) on déduira la relation

Si m = // — I, on a le système (7/4) et par suite le système (F).

Si m = n, les fonctions X, et ^ sont les mêmes que dans les rela-

tions (73) et l'on aura

ji.= X, Log/>,-f-fA,(j;. ;:),

«/^,=:— Xj[X,Log/7, + //,(.r, ;)] + \,{.i),

en posant

. ni n — I ) — 2 /» /; ( /( — 3 )

> "

2

L'équation (84 ) prend alors la forme

(• ai' \ ()a l'un „ ,1

./0U//1. </e Hatli (6' sùrio.lome VII. - l'asc. II, i<,ii, "-i^



•:. étant un polynôme du second degré en />,. Cette équation est absolu-

ment analogue à l'équation (80)' : nous pouvons donc en déduire le

système (F), sauf si Ton a XJ— X,, + // — i] ^ o. Dans ce cas, l'équa-

tion (84) s'écrit

dy

^"^''^''5^"^ '"'
l,

-^
-1 )

^^(^'>'' 0/'.+ B(.,-. /, ;)=:o.

Si — X., + /? — 1 = o, le coefficient de \p\ est égal à {^n — i); on

tirera de cette équation, par le procédé de dérivation ordinaire,

I-3t(.r, -)«+:, ^
et par suite le système (A).

Si c'est le facteur X, qui est nul, on a alors -7— =
'^{-"^i -); si dans la

relation précédente le coefficient de I n'est pas nul, les mêmes conclu-

sions subsistent.

Supposons donc Xo H = o, on a par suite

L'équation (84) s'écrit dans ce cas, en tenant compte de la valeur

de -T-,

dv

dy

^ ^- è^ + f^' [^" ~ •' ^^ "^ ^' ^" ~ ' ^ (^ +
"0 J

r, .,<;3 /i(3rt-5) r\ (n — i)(n--i)ô5>

^p\('^-'^-t^
—

i
—

«?J
+ ^—^ï

—

£. = ''•

Le coeflicienl de /7,( — -1- a" \ est

^i—y>-.\^i + {ii — i)i-'-i='^:i + iJ-ii-i'i — 0;

s'il n'est [jas nul ou en tirera

an , , . ()x
-r^ -i- a-— x{j.\ z)a -+- —
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dlJ.,
et par suite le système (F); s'il est nul, c'est que -j^ = o et par

suite p = o d'après les équations (74); donc -p — o.

Nous étudierons ce cas en dernier lieu.

3" Supposons maintenant que les deux coefficients de -r— et ( ^ + a'

dans l'équation (83) soient nuls simultanément :

2 m — n(n — i]
\2= > \3= /«(« — 4) + /i(« — 1).

On en déduit up, = 'S.^(x), X, étant une nouvelle fonction

inconnue.

Si m = //, l'équation (84) peut se mettre sous la forme

H-\,Logjo, ^(«-2)-/^i("-i)f^ -i-«M

-h A{jr, y,z)pt+B(x, y,:) = o.

Si X| ^ o, on en déduira, comme on Ta fait pour l'équation (80)',

la relation -yr + «' = «a -4- — et par suite, en y joignant les rela-

tions (73), le système (F).

Si X, = 0, comme le coefficient de I est égal à /^ on obtiendra,

en dérivant deux fois l'équation précédente par rapport kp,, la rela-

tion

I = a(j", :)a h ;-
2 oz

et, en y joignant les équations (73), on obtient le système (A).

Supposons maintenant /// = « — i : on a le système ("'i) et l'équa-

tion (84) s'écrit

X(jr,z, Pi)a+ Vi[x,z, p^)

r.- , , ^àa , ^. d'à n(3/i — 5) dal
-h/j, X^J — 5:(/( — 2)3- -+- (/i — I --;—r-H—i ^«:r-'

L
' dr à.T âz 2 àx]

da ... ^ - . ^ r.- (n — 1)(« — s)Ti-



En remplaçant X^ par sa valeur dans ce cas, on constate que le

coefficient de K est nul; si Xj -h (/z — i) X, n'est pas nul, on en

déduira facilement la deuxième relation (F); si ce coefficient lui-même

est nul, on voit facilement que la relation précédente se met sous la

forme

(90) A(x, ;,/.,) « + B(a-, s, /;,)+/>, ^ (« — «)= o,

-^(oe — fl) = (3(a', 3)a-t-y(.r, z).

Un calcul facile montre, en partant toujours de réquatiou ( H'i),

qu'on a

On en déduit immédiatement, en substituant dans l'équation (90),

On a donc le système



INTÉGRATION DKS ÉQUATIONS AUX nKRIVEES PAItTIELLf;S.

La remarque ( Il ) permet d'écrire

et par suite

-/^i+9,(.r, y, ;, p„ p.,. p,).

â'j., ô'i, ô<3, fd/\oo, [cr-f\ ÔO,

M-" •/'l{ ;p +"') -i-P./'2 + R'
I

+(/,('/ pi-^l,)^o.

Comme X' n'est pas nul par liypolhèse, nous poserons o^= — '1;

il vient alors

O'!^ d'I^ .01 . df . Ô'I /d'-r\ àl

+ 7. [ï^5 P^+ ^Pl (^ + «') + R/^-2+ H'] + 7, ^ (À/^. + À, ) = •;;|^-

Cette équation a la même forme que l'équation (5'i) trouvée dans

le cas n = j : il suffit en efîet de remplacer dans celle-ci R par R -f- -^

et U' par II'+ ^^ pour retrouver la précédente.

On peut se rendre compte tout d'abord que la valeur de \V n'est

intervenue à aucun moment dans la discussion de l'équation (53);

quant à la valeur de K elle-même, elle n'intervient que dans le cas

particulier X = X| =o (n° 22), dans la discussion de l'équation (61).

Il est facile de voir les modifications qui s'introduisent; si X^-f- 3 = o

on a la relation

(65)

et, au lieu de l'équation (67), nous aurons

ôa ^

.

^
-. ^. ^ in ( n — 9.) Oa

,
. ,

d<J
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n'utilise que le terme en p'-^ dans l'expression de R ; or, en remplaçant R

par R 4- ^X, on ne change rien au terme en p'^; il n'y a donc rien à

changer dans ce cas et les conclusions subsistent.

27. Supposons maintenant /i >> \. L'équation (75) s'écrit

La remarque (II) montre qu'on peut poser o\ = ^—— {p,, 4- Oo), et

il vient

d'i, do, " .do,

à Y ^ dz ' dpi

On a ici A — i > 3 ; on peut donc écrire

L'équation précédente ne diffère donc de l'équation (70) que par le

terme supplémentaire '^-~
( Ap^-t- A,) qu'on peut faire entrer dans K^-,,

puisque nous avons A — 2 > 2; comme les raisonnements faits au sujet

de l'équation (70) ne font pas intervenir l'expression du terme K, nous

pourrons les répéter au sujet de l'équation précédente, qui est d'ordre

moindre. En réduisant ainsi l'ordre de celte équation, nous arriverons

nécessairement à l'un des cas étudiés jusqu'ici si l'équation {"]>)

correspondante ne contient que les dérivées d'ordre 2 au plus; s'il

n'est est pas ainsi, nous serons ramenés au cas étudié ci-après.

2S. Nous avons étudié complètement le cas où l'on a k^-i dans

l'équation (71).

Supposons maintenant A > 2, c'esl-à-dire

ày

do' ^ào' (d'--'f\ dtp' -,„
,



inte(;kation des équations aux dérivées partielles.

La reinarqiK? (Il ) permet de poser

^
/^/. -.)]
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lui-inèine à un syslèinc analogue à (V). En efl'et, suit le syslèuic

(92) ^ = X(.^-)« + |3(.r, -),

, o, fàa A /da \
, ^

. ày
(90) a{^-+a-)-^-{^-+a-j=yia:,z)a^-/^.

La condilion dintéyrabilité entre ces deux équations est de la

forme

(94) 3^(aX-!-(3) + 2Xfl'+3i3a'-H«M(.r, c) + N(^, c) = o,

Si X n'est pas nul, on peut poser ji = \a(x,z) et l'écpiation précé-

dente peut se mettre sous la forme

o-T- =— 2 «-— xo -\ -h K (,r. z).
àz a + y.

^ '

En écrivant la condilion d'intégrahilité entre celle équation et

TécjualioM (92), et en chassant le dénominalcur (a + a)- dans l'expres-

sion ainsi obtenue, on a un polynôme du quatrième degré en (/ (pii

doit éli'c idenlifjuement nul, puis(pi'on suppose -r-, 7^'^! or le terme

du (juatriéme degré se calcule immédiatement, son coefficient est 2\ :

il faut donc nécessairement X = o.

Dans ce cas la relation (f)1)î si l'on suppose [^7^0, c'est-à-dire — :^ o,

jirend la forme

-p 4- rt-— a(j-, ;) « -f- o(i(.<-, z),

et, en [)orlant cette expression dans la relation ( ()3 ), on oldicnt

d'où

Si l'on pose
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celte relation se réduit à

Ou
(gj) — ^2iix — o.

Nous pouvons donc remplacer le système A par le suivant :

l Oa -,

J </a
, ,

()x
, ^

I — -\- n-= x(x, :)''' -^ -jz + "(••^. -)

Si l'on remarque que la condition d'inlét;iabiiité entre les deux

équations du système (T) exige \ = o, on voit que ce système (F) est

un cas particulier du précédent, correspondant au cas où u = o.

Ainsi, en supposant— :yi^o et -T- :^ o, la considération de l'inva-

riant du système (I) nous conduit à l'existence du système (F,).

Il est clair que la considération de l'invariant du système (II) nous

conduirait de même au système

'^^
(5'/ %

(T,)' {
^

0(1 , , ,
àx

,

,

La condition pour que les équations {T^) soient compatibles est

dz.

on en tire

c'est-à-dire

dx

dx
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une relation qui peut s'écrire sous la forme

ày'
,„ ,, à'^ r,, à'j.

, ,
2-T h a - -I- 2 a \ + 2 -7 f- Z-=: 2- \- a^-+- i\ K.
Oi Oz o:-

Ce picmier membre est indépendant de x, tandis que le deuxième

est indépendant de j^; leur valeur commune est donc une fonction de

la seule variable ::, et l'on a

de. , , r, , .

2 -j- H- «'2 + 2 a' / + 2— H- Z-= /,, ( i ).

On aurait de même, en partant des équations (F,)',

2-jj-^a('-+!iit'=7.,(z),

(96) 2^ + a2+2aZ + 2^+Z^=.Z,(;)-

En comparant la première et la dernière de ces relations, on voit

qu'on peut écrire

2« = îtZ + Za(:).

La condition en u (93) donne alors

Z_H_,Z«-+«|j^+2Z3j+-^:=0.

Si Z n'est pas identi(]uement nul, cette relation peut encore s'écrire

2— + 4 a= -I- :</( ; ) + ( 5) = o
;

en la retranchant de l'équation (9^) on obtiendrait une écpiation du

second degré en a : 3a* + a_/'(:)H- ^(^) =0 ri l'on aiiiail par suite

— = 0; mais dans ce cas a ne dépendrait pas ilc ./•, ce qui est con-

traire à l'hypothèse.

On a donc nécessairement Z = o.

D'autre part, l'équation (96) montre dans ce cas que 1/ est une

fonction de z seulement : il faut donc que // soit nul, sans quoi la rela-

tion (gS) donnerait pour a une valeur indépendante de x. On aura
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de même m' == o et les relations trouvées en % et v! se réduisent fina-

lement à

ia — y.{x, z) + y.\y. z),

(97) .- + y.-^.~-.y.-^Z,iz),

Z, étant une certaine fonction de la seule variable z. Nous prendrons

cette fonction qui est arbitraire sous la forme

Oz

Les équations (97) sont alors des équations de lliccati qui admettent

la solution 'L.,{z)\ leur intégration se ramène donc à celle d'une équa-

tion linéaire. On trouve ainsi sans difficulté

Z" 2Z'

Z + v

'^~ Z'"^Zh-V'

Z étant une fonction arbitraire de :; dont la valeur se déduit de Z.,

Z' et Z" étant les dérivées première et seconde de cette fonction;

X et Y sont deux fonctions arbitraires, l'une de x, l'autre de y, in-

troduites par l'intégration.

Donc, si -r- et ^ sont différents de zéro, l'équation doit être de la

forme
/ Z" Z' 7J \

En faisant le changement de variables défini par les équations

x'=\{x). /= Y(J), z'=Z(z),

cette équation se ramène à la forme simple

Cette équation a été trouvée par M. (ïoursat dans un Mémoire déjà

cité(') : elle admet deux intégrales intermédiaires du second ordre.

(') Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, V série, l. I, 1899,

p. 66.



a3o
;

K. C.At .

Si l'on prend pour fonction inconnne ti ^ I-'Og;( -—^ )> elle devient

0-ti à i (-'" \ à

(hv ôy d.f \y — a' J à y \ .r — y
'

c'est encore là nne équation de M. Moutard. On peut donc ramener

son intégration à celle d'une équation linéaire, mais l'intégration

directe de l'équation (98) ne présente pas de bien grande difficulté;

on peut vérifier que l'intégrale générale de cette équation est

(99) -^ = v^ry——

'

où X et Y sont deux fonctions arbitraires, l'une de la seule variable x,

l'autre de la seule variable j-; X' et Y' représentent les dérivées de ces

fonctions par rapport à la variable correspondante.

INous avons donc démontré le résultat suivant :

La condition nécessaire et suffisanlepour qu'une équation de la

forme s= a(.c,y, :)pq, où -j- et — sont différents de zéro^ admette

une intégrale générale de la première classe est qu'il existe une

transformation de la forme r' = Z(r), ./•'=X(.t), r'^\(y) qui

ramène Véquation proposée à la forme ((j^ ); dans ce cas ri/itf'g/-<de

générale est donnée par la for-mule {[)<))

50. Nous avons supposé jusqu'ici que — cl — étaient diilérenls de

zéro.

Supposons niainlcnanl -— ^ o, par exemple; en appelant h^y^z)

une fonction telle (|ue — ' _" -^a, léquatiou proposée s'écrit

r) Lof; /*

d'où, (Ml iiitégiaut,

r/,= 6(v, ;)Y(j);

r(''(jiiati<>u pr()|>oséi' admet donc une intégrale iiitei uK-diaii e du pn--

micr ordre et sou inli'gration se ramène à celle d'une équation diffé-

rentielle ordinaire dépendant d'une fonction arbitraire de la variable

indépendante.
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Si nous transformons l'équalion en question en une équation de la

(orme s= ap -h lirj-i- c, celle-ci admettra également un invariant du

premier ordre pour le système (II) de caractéristiques : nous avons vu

que dans ce cas on a — = o, et par une transformation simple on peut

ramener l'équation à s ^= a(x,y, :) p -\- c(x,y, z).

Celle équation rentre dans le type (jue nous avons écarté au début

de celte étude. Nous allons néanmoins terminer le calcul dans ce cas

particulier afin de compléter Tétude qui a été faite des équations

s=a{x,y,z)prj.

L'équation

admettra un invariant du premier ordre et du système ( 11 j si l'on a

da àc

Kw outre le dénominateur de l'invarianl du systèmefl ) devant être du

premier ordre, on a vu ( n" M )
qu'on devait avoir la relation (aS),

àù
». c = —— — au.
» àf

qui dans ce cas donne c = o et par suite — = o.

.\ous avons donc à étudier l'équalion

.V — ai r, ;)/',.

i^cs expressions ( -^ 1 se simplilienl considéraijlcmenl dans ce cas;

on a, en particulier,

ûa ,,„ ,
n{ii-i-i) âa n(n-^i) , <J'a

.m;; = (« + .)/^;^. -m;; • = -^-/'.^ +—^—y,-^-

Le dénominateur de limariant sera égal e'i p, ; soit

/j„ -t- 9 ( j:-, r, :, pi. . . .. fa -i)

sou numérateur. On a identiquement

()o <)o <)o / df\ à-:,



I . • . da ,,

,

.

n esl au moins égal a 2, sans quoi on aurait — =^ o et 1 equalion pro-

posée est linéaire et s'intègre immédiatement.

Si /i = 2, on a

dw ô(f d(f / 2 ^"^^ '^? ^ '^" )

'^^ ^'

La remarque (11) montre qu'on a

Q = pi + «(./, y, ::, ih) Pi+ ('(.<, }\ :-^ P\ )

1 Pi '

et, en appliquant toujours la même méthode de calcul, on tire de

l'équation précédente l'une on l'autre des conditions

, ^
àa àtx

(>oi) _ = a(j)«-t-;^,

(,02) -- = a{j)a+-—-

Si « = 3, on a

') do ôo l df\ 1)0 (d-f\ ôo

i^^''t.-^''P^jpi^\ii-)ôjr.-^[:ôP-)w.

, ()c n .> àa ,. ., d'^o
-t--*/^i^/^3+o/J5^-t-6jy2/',-— +/(.(,/, z,p) = oa.

On écrit encore, d'après la remarque (II),

o = -—pl-i- u{x, y, z.pi, p,)p,-i-i-{x,y, z, p,, p,).
2 Pi

L'ne discussion absolument analogue à celle qui a été faite dans le

cas précédent, mais beaucoup plus simple, montre cpi'on a encore

l'une des équations ( 101 ) ou ( 102).

Il en est de même si n = 4 : la marche à suivre est exactement la

même que dans la discussion du cas // = 4 au n" 19; on arrive encore

sans difficulté aux équations (101) et (102).

Si // > /i, en posant
.

=: c-' et en dérivant l'énuation (100") par
'jpi,--\ '

1 \ I

rap|)ort à/;„_, , il vient

, 9x à?' à^y di id''-'r\ Oo' „„ ,
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en appelant k l'ordre maximum des dérivées donl dépend z>'. Si dans

celte identité on a A">2, la remarque (II) permet de poser

fi
iPk+Oi),

et l'on a, en chassant le facteur — qui est nécessairement différent de
Pi

'

zéro,

O'-i, d'j, do,

cette équation est analogue à l'équation (100), puisque A— 1 > i. En

posant -T-^— = ^., on en déduira

Or, d'après les expressions de M";] et M*I[ , on voit qu'on a identi-

quement

Si Ton pose 6 = Aç.' — /i^',, on tire des équations (io3) et (io4)

ce qui montre que est un invariant d'ordre A <[ n. Or ne peut pas

être identique à une fonction de x, puisque ©', est d'ordre au plus

égal à A — I. Si nous supposons que n est l'ordre de l'invariant

d'ordre inférieur, le résultat précédent est absurde, ce qui prouve

qu'on doit avoir A^2 dans l'équation (io3) :

do' Oo' do' ( , da\ do' dà

On aura encore

?= /'s-l- f^l-Ti V, -, />i),
Pi

du. du. du ,da (la



23
'(

E. GAU.

Si \-\-n^o, on en déduit larelalion (toi). Sinon on aura a, = X|(j?)

et par suite (p'= (X, -p^jj d'où

<?— (X, — — y^2 l/v„_,+ cp,(.r. r, 5, /<, Pn-i).

En portant celte expression dans l'équation (loo), il vient

Aous poserons '

' = o', et, en dérivant l'équation précédente par

rapport à />„_,,

Nous pourrons encore poser

avec

- /; ( // — I ) ôa ^ ,. , d(ï n{n—])„()-a

On montrerait, par une discussion absolument semblable à celle

du n° 27, que la relation précédente se ramène au cas où A^/j.

D'autre part, si h <^ 2, l'identilé (io5) montre que X = o, c'est-à-dire

da ...
^- ^o, cas écarte.
os '

Si /i = 2,

d'où, d'après la remanjue (II),

2/J,
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en portant cette expression dans l'équation précédente et en écrivant

qu'on a une identité, on retrouve les relations (loi) ou (102).

Si h = 3,

à^\ do'. do'. / .,da\d<ù'.^ +.?^ + «y'.^ +K + /'ï^j àk
m> 1 rPa\ do'. . ,

ap,-+- M,; />, H- p]^ j^ -+- /.p, -+- 1, = o.

On écrira encore

Pi

et

<^92 <^92 C95

La remarque (II) donne dans ce cas

le calcul se continue toujours de la même façon et l'on trouve encore

les relations (ici ) et (;i02).

Enfin, si h = 4, on posera encore

9',= — [Pi+Oj(x. ^r, 5, /),, p,. p,)]

et l'on aura une équation qui ne difl'ère de l'équation (100) dans le

cas «= 4 que par des termes dont la modification ne change pas le

résultat du calcul.

Dans tous les cas, on aura donc la relation (loi) on la rela-

tion (102).

31. Supposons qu'on ait

da
, ^

dx

Journ. de Math. (6* série), loiiic VII. — l'asr. II. lyii. 'I
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on en tire, par intégration,

en prenant pour nouvelle fonction inconnue ='= a; + I^ogY, l'équa-

tion proposée prend la forme

(106) . s^ze-p

qui admet les deux intégrales intermédiaires

y = e=+ Y ( ,v ) , i>,_
= jj-^j>X(j:);

cette équation peut d'ailleurs s'intégrer sans aucune (juadralure et

son intégrale générale est donnée par la relation

\ ^ Y

Si Ion a la deuxième relation

-—
• = 3t y) a H —

,

a:' ^ dy

en posant a( -»') = w"( v), on a par intégration

d Logoj
a = \ ,(y) e""-- + \„{y) e-

dy

Prenons pour nouvelle fonction inconnue z' =^biz -+- Kog^ .,( v) et

pour nouvelle variable y : y' = Y ^{y)•^ l'équation proposée devient

On peut déteiininer les fonctions ^ ., et \
.,
de manière quOn ait

y,Y3=y;, y,= Y3y;,

à moins que l'une des fonctions ^ ,, ^ o ne soit nulle, ce qui ramènerait

l'équation à la forme (loG). Donc on peut écrire l'équation proposée

sous la forme

(107) s ^ p{c- -{-
e'-'\.

Cette é(|uation admet une intégrale intermédiaire Au pieniicr oidre,
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(j -^z r- — c'^ -I- Yfr), et une du troisième ordre,

Pour l'intégrer, nous considérerons la première intégrale intermé-

diaire : q^ c^— c' ->r\{y)\ si l'on pose u = e^ ^ on obtient

du
, ^

c'est une équation de Riccati qui peut s'intégrer précisément à cause

de la présence de la fonction arbitraire Y; prenons en effet cette fonc-

tion sous la forme Y = ' '

,
!-. Y

,
étant une nouvelle fonction arbi-

traire et \
',
désignant sa dérivée; l'équation précédente admet alors

la solution particulière î/ = Y|, et en posant « = Y,-t-t' on ramène

l'intégration à celle d'une équation linéaire, dont un coefficient dé-

pend d'une fonction arbitraire de y.

L'intégrale générale de l'équation (107) est donnée par la formule

X-hY

X étant une fonction arbitraire de -r, Y et\ , deux fonctions de v liées

par la relation

'-^'^•+Y,:=-^'
Y,

'—
Y'

D'ailleurs cette équation fait partie d'un type étudié par

M. Goursat('). Si l'on fait la transformation de Backlund /? = 1»*',

elle s'écrit

s'=c= \/q'° — 4.

Si l'on pose alors

c = ;'-t-2V et r'= — £-*:>,

cette équation prend la forme

(y\rrj--i"j

(') Annales de In faculté des Sciences de Toulouse. i89<). |i- 71-
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qui est le Ivpe (VU ) des équations étudiées par M. Goursal dans le

Mémoire cité.

52. Par conséquent, si une équation delà forme s^a(y, ;)/;,(/,

est de la première classe, on peut la réduire par un simple changement

de variables de la forme

s'= A(j. 5), .r = X(x), /=Y(j)

à l'une des formes ( i o6) ou ( i o- ) et dans ce cas on sait effectuer l'inté-

gration. Le problème est donc complètement résolu pour ces équa-

tions.

Dans le cas où l'équation s = a(^a-,Y, s) /; + b{x,Y, z) q -i- c(ic, y, i;)

n'est pas réductible à la forme précédente, c'est-à-dire dans le cas où

l'on ne peut pas vérifier à la fois les équations (I) et (I)', si l'on a

da , ^àb , ,., ,. ,
• ,,• , .— i^ o et -T^ ^ o, nous avons vu qu a était nécessaire, pour que 1 mte-

grale générale soit de la première classe, que cette équation puisse se

ramener à la forme

(io8) ,= ^[A(^,.v)e=]-^[B(.r,j)e-],

et cela par un simple chnjjgement de variable de la forme

g'= et (.7-, y)z H- j3(j?. y).

Cette condition est en général facile à vérifier.

Les équations (io8) ont été trouvées par M. Moutard en cherchant

les équations qui admettent une intégrale générale de la forme

-- = fi-v, y, X, X' \i''>, Y, Y', .... Y'"')).

Les résultats de ^L .MouLard ont été démontrés par M. Cosserat( '

);

on sait ainsi que l'équation (io8) se ramène ;i une é(juation linéaire,

(jui est

ô- Il () Loi; B àii , „

(') Darbou.x, Théorie des surfaces, t. lY. Xole '.\. — Voir aussi (îoirsat,

Leçons sur l'intégration, etc., t. II, (lljap. I\.
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la corres-pondance entre les intégrales des deux équations est définie

;)ai' les formules

— — Ae--+- ^ "-— °

M. Darboux(') a donné le moyen de former d'une manière expli-

cite toutes les équations linéaires dont la suite de Laplace est limitée

dans les deux sens, c'est-à-dire dont l'intégrale générale est de la

première classe. Il est aisé d'en déduire toutes les équations de la forme

(109), et par suite toutes les équations de la forme (108) dont l'inté-

grale générale est de la première classe.

55. Ainsi que nous l'avons déjà dit, nous ne développerons pas les

calculs dans le cas de l'équation générale

On retrouve d'ailleurs les mêmes résultats, c'est-à-dire les équations

linéaires et les équations de M. Moutard, sauf toutefois lorsque l'équa-

tion considérée admet une intégrale intermédiaire du premier ordre.

Dans ce cas on [)eut toujours l'écrire sous la forme

(MO) ,.= ,/__i(.i-,_y, :)+ _;

elle admet l'intégrale liilerniédiaire /y = j3(.ï',j', s) + X(a7) et l'inté-

gration se ramène à celle d'une équation différentielle ordinaire

dépendant du [laramètre y et de la fonction arbitraire X. La présence

de cetle fonction X simplifie quelquefois l'intégration, ainsi qu'on Ta

vu à propos de l'équation de Riccati (97 ) H existe des équations de

la forme (im) qui admettent une intégrale générale de la pre-

mière classe et qui ne se ramène ni à une équation linéaire, ni

à une équation de M. Moutard : on en a vu un exemple dans l'équa-

tion (107).

La détermination de toutes les équations delà forme (uoj (jui sont

(') TlicDik' des surfaces, l. II, Chap. II.
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de la première classe est un peu plus difficile; elle est pourtant

possible par l'application des méthodes de calcul développées précé-

demment et fera l'objet d'un autre Mémoire.



Contribution ii ['Etude tlterinoitiévanique des tiges

et des plaques;

Par m. Th. AIVIVYCKE.

INTRODUCTION.

1. Les théories classiques de l'élasticité et de la propagation de la

chaleur dans les solides, telles qu'elles furent édifiées respectivement

par leurs auteurs, n'offrent aucun point de pénétration réciproque.

La première, en effet, suppose la température des corps uniforme et

invariable, et ne peut atteindre, par conséquent, les déformations que

provoquent des écarts sensibles de celle-ci; la seconde ne se préoccupe

pas des modifications apportées à la température par les dégagements

ou absorptions de chaleur qu'engendrent les déformations du milieu,

que ces déformations soient d'origine thermique ou mécanique.

Pour l'élude des phénomènes therniomécaniques des solides, la

soudure entre ces deux théories était indispensable : il fallait, en pre-

mier lieu, compléter les équations de l'élasticité, de façon qu'elles ren-

dissent compte des déformations thermiques; en second lieu, reprendre

l'établissement de l'équation indéfinie de la température, en tenant

compte des déformations du milieu.

2. Duhamel tenta cet essai vers l'année i835. Ses résultats, qui

Journ. de Math. (6* série), tome VIL— Fasc. III, 1911. *-
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furent établis dans le cas particulier d'une contexture isotrope à l'état

naturel (et de riiypollièse ancienne A = a), en essayant notamment

d'appliquer aux solides la distinction des deux caloriques spécifiques

à volume conslant et à pression constante, bien connue dès lors pour

les gaz, se trouvent insérés dans deux Mémoires intitulés, l'un :

Mémoire sur le calcul des actions moléculaires développées par les

changements de température dans les corps solides {Recueil des

Savants étrangers, de l'Académie des Sciences de Paris, t. V);

l'autre : Mémoire sur les phénomènes thermomécaniques (^Journal

de l'École Polytechnique, XXV'' Cahier).

5. M. Boussinesq reprit ensuite les recherches de Duhamel d'une

manière plus simple et plus rationnelle, en faisant appel aux principes

fondamentaux de la Thermodynamique.

Après avoir établi l'expression générale du potentiel d'élasticité, en

tenant compte, à la fois, et des déformations élastiques résultant de

l'action des forces extérieures, et des déformations thermiques engen-

drées par les variations de température, M. Boussinesq démontre,

d'abord, qu'à une première approximation, on peut raisonner comme
si les changements modérés de température n'amenaient pas de chan-

gements de pression et réciproquement (c'est d'ailleurs ce que prouve

l'expérience journalière) ; ensuite, cju'à une seconde approximation

il faut, d'une part, compléter les équations générales de l'élasticilé

par l'addition de nouveaux ternies, qui s'interprètent aisément lors-

qu'on attribue à la température le nMe d'une pression superficielle et,

à ses dérivées dans l'espace, le rôle de forces extérieures appliquées à

chaque élément de volume; d'autre part, ajoutera l'équation indéfinie

des températures, des termes analogues à ceux qu'introduirait l'exis-

tence d'une source intérieure fictive, traduisant la conversion du tra-

vail des déformations en chaleur.

Ces résultats, résumés dans une [Note importante qui termine la

XXXIV*" Leçon de sa Théorie analytique de la chaleur, ont été

démontrés d'une façon détaillée par M. boussinesq dans son cours de

la Sorbonne en l'année 1909.

i. lùilranl dans la voie des recherches inaugurées |);n' Duliauicl ri
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par M. Boussinesq, M. L. Roy, dans une 1res intéressante Tlièse sou-

tenue le 2G mai 1910 devant la Facullf' des Sciences de Paris, déve-

loppe la théorie des phénomènes thermomécaniques des solides en

suwant les méthodes de l'Energétique. Au lieu de se borner, comme
l'ont fait ses devanciers, aux corps notablement étendus en tontes

dimensions, il aborde également le cas de? tiges et des plaques homo-

gènes et isotropes; il établit pour ces dillérents milieux les équations

delà température, celles du mouvement tangentiel et transversal, et

détermine, à une deuxième approximation, la vitesse du son dans les

corps solides, en étendant à ceux-ci l'hypothèse d'adiabatie, reconnue

légitime pour les gaz; la thèse s'achève par l'application des théories

exposées au problème des vibrations d'origine calorifique, qui accom-

pagnent le refroidissement d'une tige libre à ses deux bouts, unifor-

mément chauirée à l'instant initial, se refroidissant par rayonnement

sur toute sa longueur et par contact à ses extrémités.

d. Le but du présent travail est de reprendre, en se plaçant au point

de vue thermomécanique, l'étude des tiges et des plaques traitée par

M. Boussinesq dans deux remarquables Mémoires insérés au Journal

de Matliéniatiques pures et appliquées^ l'un en 1871, l'autre en

1879, et dans lesquels sont démontrés en toute rigueur les principes

que les ingénieurs mettent à la base de leurs théories sur la Résistance

des matériaux.

Cette Thèse comprend deux Parties. Dans la première, (jui concerne

les tiges, nous tenons compte, d'abord, de Vhétérogénéilé des filtres

qui sont souvent, près de l'axe, constituées autrement qu'au voisinage

de la surface; la seule hypothèse que nous faisons sur leur constitution

est la symétrie de coutexture par rapport aux sections normales; notre

point de vue est donc plus général que celui de M. L. Hoy et atteint,

par exemple, l'étude thermomécanique des corps laminés et des poutres

en bois qui ne peuvent entrer dans la catégorie des corps homogènes

et isotropes; ensuite, sans recourir aux principes de l'E^nergélique,

mais en Aàme\.ldi\\\. qu' il existe , à toutes les températures considérées,

un état naturel pour chaque tronçon de la tige pris isolément, nous

démontrons, tout intuitivement d'ailleurs, qu'à part certaines régions

exceptionnelles, on peut admettre, ii une première approximation,
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Vuniformité de la température dans toute l'étendue d'un tronçon

quelconque et lui appliquer, par conséquent, à Vinstant t, les équa-

tions ordinaires de l'élasticité, à condition toutefois de compter les

déplacements et les déformations à partir de l'état naturel ndatif à

la température correspondante.

Cela posé, nous introduisons expliciteme/i t la température dans nos

équations en prenant, comme terme de comparaison, non plus l'état

naturel relatif à une température d quelconque, mais celui qui corres-

pond à la température spéciale ^o. Dès lors, nous établissons que

la température influe toujours sur l'effort d'extension ou de compres-

sion; que les moments de flexion et les efforts tranchants dépendent

de celle-ci dans le cas seulement où les propriétés thermiques des fibres

longitudinales sont variables; que le couple de torsion en est indé-

pendant : et nous arrivons ensuite à des conclusions analogues pour

les vibrations longitudinales, transversales et tournantes.

L'exposé de cette première Partie se termine par l'étude des dépla-

cements vibratoires longitudinaux d'une tige isotrope, à bouts fixes

et imperméables à la chaleur, dont les deux moitiés, après avoir été

initialement, l'une, chauffée, l'autre, refroidie, se remettent peu à peu

en équilibre thermique entre elles et avec l'atmosphère ambiante main-

tenue à la température zéro. A ce sujet, nous montrons qu'une simple

dérivation des résultats de notre problème permet de déduire ceux du

problème posé par M. L. Roy. Enfin, à l'aide d'applications numé-

riques appropriées, nous discutons les phases du phénomène de refroi-

dissement, en insistant particulièrement sur les conditions requises

pour que les vibrations, d'origine calorifique, puissent donner lieu à

un son perceptible.

Dans une seconde Partie, nous étendons la méthode intuitive (jui

nous a servi pour les tiges, aux plaques élastiques planes, toujours

dans de larges hypothèses d'hétérotropie et d'hétérogénéité de la ma-

tière suivant les petites dimensions du corps, c'est-à-dire, ici, suivant

l'épaisseur, mais en y admettant encore Vexistence d'un état naturel

des tronçons à toutes les températures. Nous retrouvons notamment,

comme résultats particuliers, tant pour les déplacements tangenticls

que pour les déplacements transversaux, des lois que M. L. Uoy avait

dû, même en se bornant aux plaques homogènes et isotropes, deman-
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der au calcul des variations et à d'hypothétiques développements en

série censés très rapidement convergents, dus à Poisson, mais qui ne

s'appliqueraient peut-être pas facilement à des plaques d'une con-

texlure moins spéciale.

6. C'est sous l'influence de l'enseignement de M. Boussinesq que

j'ai entrepris ce travail et je dois beaucoup à ses encouragements et à

ses conseils très bienveillants; qu'il daigne recevoir ici l'expression de

ma profonde reconnaissance.



PREMIERE PARTIE.

LES TIGES.

I. — Préliminaires.

1. M. Boussinesq pose à la base de son étude sur les tiges, outre les

équations générales de l'élasticité, le principe essentiel que nous énon-

cerons de la manière suivante : Pour toutes les petites déformations

d'une particule élastique, s'effecluant à température constante et

comptées à partir de l'état naturel ou sans tension relatif à cette tem-

pérature, le travail de déformation est essentiellement positif; dans

le cas où il existe un potentiel d'élasticité, le travail de déformation

est mesuré par la variation de ce potentiel.

A l'aide de ce principe, M. Boussinesq établit, [lai' l'application des

propriétés des formes rpiadratiques, pour toute tige admettant comme

plan de symétrie de con texture une section transversale quelconque,

la quasi-nullité des actions mutuelles des libres longitudinales dans les

sens transversaux; il déduit ensuite les formules qui donnent, à une

première approximation, Veffort d'extension ou de compression , le

moment de torsion, les couples de flexion et les efforts tranchants.

Tous ces résultats sont d'ailleurs démontrés par lui, même pour le

cas où il n'existerait pas à^ potentiel d'élasticité, c'est-à-dire pour le

cas où les six composantes usuelles des pressions ne seraient pas les

dérivées partielles d'une même fonction p$ par rappoit aux six défor-

mations simples correspondantes. Mais, depuis, la certitude de l'exis-

tence de ce potentiel est devenue si complèle, et il en résulte une

sim[)lification telle des tbéories, que nous n'bésitcions pas à ladmcllre

dans tout ce qui suit et à profiter des réductions de formules qu'elle

permet.

2. Ucprenantdoni-, dans cet esprit, l'i'tudt' de M. Houssiuescj, clier-
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chons les modifications qui doivent y être apportées lorsqu'on se place

au point de vue thermomécanique, c'est-à-dire lorsqu'on tient compte

des petites déformations des solides que provoquent d'assez larges

variations de température.

Soit une tige mince et allongée, de section constante ou variant

graduellement d'une extrémité à l'autre, homogène ou composée d'une

matière dont la nature peut changer (même brusquement) dans les

sens transversaux; nous admettrons cependant la symétrie de con-

texture par rapport aux sections normales, hypothèse qui, d'ailleurs,

se trouve presque toujours vérifiée dans la pratique.

Concevons-la divisée en tronçons sensiblement prismatiques, dont

chacun, limité par la surface même du corps et par deux plans paral-

lèles menés normalement à la ligne moyenne, ait ses trois dimensions

comparables entre elles.

Abstraction faite des perturbations locales résultant ou de l'intro-

duction de sources de chaleur ou de l'application de forces exception-

nellement grandes, deux tronçons voisins d'une région quelconque de

la tige peuvent être considérés comme étant dans des conditions phy-

siques à fort peu près identiques; par suite, on est amené à suppo-

ser, à une première approximation, que les variables qui définissent

l'état physique d'un tronçon, c'est-à-dire les six déformations élémen-

taires {d, g;) et la température 0, conservent les mêmes valeurs tout le

long d'une perpendiculaire aux bases du tronçon, les variations de ces

quantités ou, tout au moins, des six(^,^'') pouvant d'ailleurs être

beaucoup plus considérables dans les sens transversaux. Ajoutons

qu'en raison de la très grande conductibilité de la matière qui consti-

tue la tige, comparée à celle de l'atmosphère ambiante, la température

est également uniforme dans l'étendue de chaque section normale, et

nous arrivons à conclure qyi'en tous les points d'un tronçon quel-

conque (^supposé isolé) la température est la même.

3. Il résulte donc de cette analyse préliminaire que, à une pre-

mière approximation, nous aurons le droit d'appliquer au iproblème

de l'équilibre et du mouvement d'un tronçon de tige à l'instant /, les

équations ordinaires de l'élasticité qui su[)posent, comme on sait, la

température uniforme et invariable, mais en comptant les dé[>lace-
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ments et les déformations à partir de l'état naturel relatif à à la tem-

pérature effective.

II. — Équations de l'équilibre ou du mouvement d'un tronçon quel-

conque supposé parfaitement homogène dans le sens de la longueur

et soustrait à toute action extérieure s'exerçant sur sa masse et sa

surface latérale.

1. Soit un tronçon quelconque de la tige, considéré primitivement

à Vétat naturel relatif à la température ô (nous désignons par la tem-

pérature à l'instant/); ^uis dans cet état primitif choisissons, comme
origine d'axes locaux de coordonnées, le centre de gravité de l'une des

bases, centre déterminé en attribuant à chaque élément da de celle-ci

une masse fictive égale au produit de cet élément da par le coefficient

d'élasticité E de la fibre qui y passe; pour axe des x, la tangente à la

fibre moyenne; pour axes Oy et Oz, deux fibres rectangulaires coïn-

cidant avec les axes principaux d'inertie de la base en question ; enfin

appelons x l'angle que fait avec Oy la normale extérieure à un élé-

ment du contour limitant la section.

Les actions extérieures directement appliquées à la masse du tron-

çon (y compris l'inertie dans le cas du mouvement) et celles qui

s'exercent sur la surface latérale, sont très peu de chose par rapport à

l'ensemble des forces qui agissent sur le reste du corps et qui donnent

lieu aux réactions intérieures (]\, T); nous aurons donc, sous l'action

de celles-ci, comme équations de l'équilibre et du mouvement d'im

tronçon de tige,

/ ^ CTT, (Ily _
dx dy dz '

\ dx dy dz

I dïy dJ^ rf.\. _
\ dx dy ' dz

"

les conditions spéciales au contour étant

(2) T; C0S3! -t- T^. sin a = o, N, cosot -(- T^; sina =r o, T^ cosa -h N; sin « =: o.

(') Nous iiuliqueroiis |iar des rf ilali(|ues les dérivées, mêmes partielles, pour

éviter toute confusion ;ivec les D désignant les dilatations linéaires.
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2. Il convient de remarquer que les équations (i) et (2) sont les

seules nécessaires au problème si la tige est homogène ou du moins

faite d'une matière dont la densité varie graduellement dans les sens

transversaux; au contraire, dans le cas d'une variation brusque de

densité dans les sens des yz^ comme il arriverait s'il s'agissait d'une

tige formée de plusieurs prismes de constitution entièrement difl'érente

accolés sur toute leur longueur, il faudrait, par voie de continuité et

eu égard au principe d'égalité de l'action et de la réaction, ajouter aux

équations (i) et (2) deux relations complémentaires exprimant :

l'une, l'égalité des déplacements H, y],
'( de part et d'autre de chaque

élément de la surface de séparation de ces prismes; l'autre, l'égalité

deux à deux, avec signes contraires, des pressions appliquées aux deux

faces de l'élément superficiel considéré.

3. Évaluons les déformations élémentaires (<;, "•) en fonction des

réactions intérieures ( N, T).

On sait que le potentiel d'élasticité, rapporté à l'unité de volume,

d'une particule élastique quelconque, a le double de sa valeur p<I>

définie par l'expression

(3) 2p* = N^6'^+ N, (^, + N:'J.+ T^A'^-+- Tv^-y-r T, -,.

C'est une forme quadratique par rapport aux six déformations {dig)

qui renfermera le plus généralement vingt, et un coefficients spécifiques

différents.

Pour le présent problème, étant donnée la symétrie de contexture

relativement au plan des yz, le potentiel 2$ sera la somme de deux

formes quadratiques distinctes, l'une en (dx^ dy, d:, g.,-), l'autre en

(" " ")

Rappelons que les déformations (à, g) dont il s'agit sont comptées

à partir de l'état naturel correspondant à la température et sont

liées aux déplacements ç, y], "C, comptés à partir du même état pri-

mitif, par les équations suivantes :

'^= = ;73'dx
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La ihéoiie générale de l'élasticité apprend également que, lorsqu'il

existe un potentiel ptp, comme nous l'admettons ici, les six pressions

(ou plutôt tensions) déformatrices sont données par

(5) (Nx, Nv, N,. T,.,T,, T;^— ''^^'*^

Et si, à l'inverse, on exprime ptl> au moyen des six pressions N, T,

ce qui fait de ce potentiel un polynôme homogène du second degré en

(N,., N, , N-, Tj., Tj , T.), il vient, comme on le sait également et

comme il est démontré au paragraphe II du premier Mémoire cité de

M. Boussinesq (de 1871),

^/(N.,. j\,, i\„T^, T,,T,)

Donc, dans le cas présent où la fonction p<I> se dédouble en deux

parties, ('ssciitielleincnt posilivcs^ contenant, l'une, N^., N,, N., T^;,

l'autre, T, etT;, nous aurons, pour exprimer les déformations par

les pressions, six relations de la forme

; 6»^. = A(i\'^— (3N', — (3'N,— j3"T.^),

I t), =— pANa; + 3 termes en N,, i\;, T^,

I û- — ~ a'AN^+ 3 termes en N,, N-, T^.
(6) .

^ • '

1 i'-x=— ,3"AN;r-+- 3 termes en N, , N;, T^,

I i',.=:GT, + HT-,

I
i,', = HT, 4-G'T,.

Il est clair en efTet que l'existence du potentiel ptl> entraine légalité,

deux à deux, des coefficients affectant soit N^., Nj,T,. dans j,.; soit N,;

dans ù^ , à:, ^'x! soit enfin T^ dans :,',. et T, dans i,'-.

D'ailleurs les coefficients spécifiques, tant ceux dont il vient d'être

parlé (jue les autres, /te dc'pc/idronl pa.s de : car leurs petites varia-

tions dues aux élévations modérées de la température n'ajouteraient,

une fois multipliées par les (N, T), que des termes du'second ardre;

de plus, vu l'homogénéité delà matière le long d'une perpendiculaire

aux bases du tronçon, ces coefficients seront tous indépendanls de /,

mais varieront généralement dans les sens desj':;; enfin, nous admet-

trons l'hypothèse suivante, ('5S<'////V'//r pour la sim|ililicalion de ccr-
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tains raisonnenienls dans la suite, en vcrlu de laquelle les cuclficii'uls

^, j3', jî" sunl conslantfs : cela revient à supposer qu'il s'agit d'une lige

dont les libres, si on les isolait de manière à avoir N,= >. -^T^=o, éprou-

veraient d'égales déformations latérales f (9,, dz,y:x)^= —dxijpi ?'? ? )'

sous l'effet de tractions produisant sur toutes une même dilatation

longitudinale dx-

m. — Démonstration de la nullité de T^, N;, N,.

1. Nous avons vu que, à une première approximation, on peut

admettre les égalités — (t>,i') = o, exprimant, pour chaque tronron,

Vuniforinilé de l'état physique en tous les points dune parallèle à

l'axe desx'. Il suffira toutefois, pour établir notre proposition, de par-

tir des hypothèses suivantes fort approchées, quand elles ne sont pas

rigoureuses, en tout cas plus larges que ne serait la supposition de

nullité de toutes les dérivées du premier ordre en x^ à savoir

(7) ^.(<^^, <^.,>'^;.A'^) = o. -^(ir,,,^o) = o.

Le second groupe des équations (7) s'écrit encore, en remplaçant

iTj, gz P^r leurs valeurs (4) et en tenant compte de ce que -p = à^.

d- (/ Ojc d- ; d à.,

(8
d.r- dv dj' dz

Remarquons que les premiers membres des équations (8) sont ron-

tiniis dans la section a, même s'il s'agit d'une tige constituée par des

prismes accolés; car les déplacements •/;,
"- étant égaux, à moins de

rupture, de part et d'autre de la surface de séparation de ces prismes,

il en est de même de leurs dérivées en ./•.

2. Cela posé, dérivons par rapport à y la première des équations (8),

par rapport à ; la seconde, les résultats obtenus pour les premiers

membres sont respectivement -j-j^ et -j-4; puis, inversement, dérivons

l'une par i-apport à :;, l'autre par rapport à y, les premiers membres

ainsi dérivés ont pour valeur commune - "f • Il en résulte donc, vu
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le premier groupe des équations (7), que les dérivées des termes

^, '-j-^^, soit par rapport à y, soit par rapport à z, sont nulles, ou

que ces termes ne varient pas dans les sens transversaux.

Soient t]^ et "(„ (' ) les déplacements transversaux du centre de gra-

vite O de la section <j. Nous pouvons remplacer par -r^ et -r^ les

premiers membres des équations (8) ; celles-ci, multipliées, la pre-

mière par dy, la seconde par dz, puis ajoutées et intégrées, donnent,

en désignant par ()„ la dilatation longitudinale de la fibre moyenne au

point considéré,

(9) '^^='^o-y^-'7û^-

La formule (9 ) nous apprend que 1rs dilalations 0^. des Jibrcs lon-

gitudinales i^arienl linéairement dans les sens lrans\ersaux.

3. Passons maintenant aux deux dernières équations du système (i).

Celles-ci deviennent, en remarquant que, eu égard aux égalités (G),

les conditions -r- {gy, gz) = équivalent à poser -7- (T, , T.) = 0,

(10)

Multiplions-les respectivement par \dydz, Wdydz, V etW dé-

signant deux fonctions continues quelconques dey,z, puis ajoutons et

intégrons dans toute l'étendue a dune section transversale. Il vient

Or, on a identiquoniont

., /V/N, rtT^\ d ,.,.. ^ '/..,,, V d\ ,„ d\

d?iy dT^



KTLDE THEItMOMÉCAMUlE DKS TIGKS ET DES PLAQLES. 253

Substituant ces valeurs dans l'intégrale (ii), nous pouvons, par

application de la formule de Green-Stokes( '), transformer les termes

exactement intégrables une fois en des intégrales curvilignes étendues

au contour s qui limite la section tj, et écrire, par conséquent, pour

l'ensemble des termes considérés,

(12) / [ V(iV^ cosst -+- T^sina) -i- W(TjC0S3; + N; sinx)] f/.ç.

La formule (12) établie sans difficulté lorsque la tige est homogène^

les fonctions N^, N;, T^ étant alors continues dans toute la section a,

subsiste, même s'il s'agit d'une tige constituée par des prismes de

nature différente accolés sur leur longueur, quoiqu'il y ait, dans ce

cas, discontinuité à la surface de séparation des prismes pour les ten-

sions N,, N. , Tj.. Notons que, dans cette dernière hypothèse, il faut,

pour arriver au résultat, diviser d'abord la section a en autant de ré-

gions partielles qu'il y a de prismes accolés; puis, les variations de

N_,., INjjT^ étant continuesà l'intérieur de chacune d'elles, leur appli-

quer successivement la formule de Green-Stokes.

L'addition de ces intégrales curvilignes partielles nous conduit à la

formule (12); car les deux éléments d'intégrale relatifs à un même
arc ds' contigu à deux régions sont égaux et contraires, vu les hypo-

thèses spéciales aux surfaces de séparation énoncées plus haut et à

cause de la continuité supposée de A et ^^ .

En raison des deux dernières conditions (2) spéciales au contour,

il est clair que l'intégrale ( 12) est nulle, et la relation (11) devient

Posons successivement dans cette dernière égalité

1° W := o et V = v, = s, =.i'î =^J'5? ^=^';

2" \=o el W ^ ;, =^/i = ^'i ^=
^J'j =.>'•

Nous obtenons neuf relations distinctes qui peuvent se condenser

(') Ou |)lulùt de Lagrange.
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en une seule formule symbolique

(i4)
/

/"(N,,N,,T,)(i,j,^)f/^:=o.

Posons encore V= y),W = ". On déduit de régalité (i3), en se

1 , dr^ dt i/r, dZ i,
rappelant que — ^

j_, , —^ = j. , -r-. -^ -r. =^ff'x} i expression suivante:

(i5) /
I
[Nyà_y+ N.'^+ T^,?x) da = o,

4. Il nous reste à démontrer que réqualion(i 5) entraîne, avec (i4)î

la nullité des composantes transversales Tj., N; , N,

.

^lous avons vu que, pour le problème qui nous occupe, le potentiel

d'élasticité p<I> était la somme de deux formes quadratiques distinctes,

essentiellement positives, l'une conlenaut ÎN^,, ^^., iN., T^; l'autre,

T^., T- . On sait, d'autre part, que toute forme quadratique, essentiel-

lement positive, peut être ramenée à une somme de carrés de formes

linéaires indépendantes, les coefficients de ces divers carrés étant tous

positifs.

Cela posé, occupons-nous de la première de ces formes, dont le

double est

Après y avoir remplacé les dx, dy, 0^, ^x P^r leurs valeurs tirées

de (6), développons-la en appliquant la méthode connue de réduction

des formes quadratiques. Le premier terme du développement sera

On retranchera ensuite de la partie restante de la forme quadratique

le terme A(pN,.-i-P'N;-)-^"T.r)', puis par un procédé analogue, on

obtiendra le carré d'une forme linéaire ne contenant plus que N,, N-,

Vj., et ainsi de suite, le nombre de variables dans cIkhiuc carré dimi-

nuant toujours d'une unité.

En résumé, nous pourrons écrire

Nx<^x-H N.c', + N,(^,-t- T,.i',= A(N,- pNy- [3'N=- (3"T,)-^

-t- b ( N,. -I- y N: -t- y' T^y 4- c ( N, -t- y' T,)= -i- dT.;..

formule dans laquelle les coefficients A, b, c, d sont positifs.
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Or on sait que

Par suite, le premier terme du di'-veloppement s'écrira encore

()_^(.\^_3N,._3'N,-3"T^) ou bien N^t^x— <^a:(,3N.. + .5-^'= "+- .'"Tx)-

Nous arrivons donc finalement à Texpression de N,(J, + '^^d^-i-T^gj:

que nous cherchons :

y,d,+ ^-.d,+ Txff.= l.(N,.+ -/N, 4- /T,)^+ c(N,+ -/'T^r 4- dTi

Dès lors, si l'on effectue l'intégrale

on constate aisément que le terme

est nul identiqurmr/if.

En effet, d'une part, les coefficients % ji', 'i" étant cons/ants

peuvent sortir du signe somme; d'autre part, les trois intégrales

f fà^{^., N;, T^)d'7 sont nulles, vu les formules (9) et (i4).

"Nous aurons donc, comme expression du premier membre de

l'équation (ij), une intégrale double dans laquelle l'élément diffé-

rentiel sera la somme de trois carrés dont les coefficients respectifs b,

c, d sont positifs. Cette intégrale, devant être nulle, ne pourra l'être

que si chaque carré, pris isolément, s'annule : ce qui entraîne

T^=o, N-=o. Sy=o.

Le résultat fondamental que nous venons d'établir en suivant l'élé-

gante méthode de M. Boussinescj, mais spécifiée et simplifiée pour

fc cas oii existe le potentiel 0$, s'interprète de la manière suivante :

Dans tout tronçon supposé homogène dans le sens de la longueur et

soustrait à toute action extérieure s'exerçant sur sa masse et sa surface
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latérale, les composantes de la pression niitiuelle de deux fibres

quelconques suivant lesy et les z sont nulles.

IV. — Expression de l'efifort d'extension, des couples de flexion

et de torsion, des efforts tranchants.

1. Les tensions \,, ^.-, T,. étant nulles, les formules (6) se sinipli-

licnt. La première devient

(.6) ^.= Ai\, ou ^^='d^-s=E(d,~y'^-z'^'

E désignant le coefficient d'élasticité d'une fibre longitudinale quel-

conque du tronçon ; les trois suivantes s'écrivent de même :

(17) {dy,d,.ff,,)^^-dA^?>',^") OU -(d.-y^-z^y^,^',^").

Parmi les trois quantités d„, -j-^, -j^, qui figurent dans les équations

(i6) et (17), d(, a une signification physique connue; quant aux déri-

d-f] d-Z .

vées secondes -j—^, -j^i elles ne sont autres que les cowr/^M/'f^ que pré-

sente à l'origine, en projection sur deux plans rectangulaires des xy
et des xz, une ligne matérielle primitivement droite et tangente à la

fibre moyenne.

Si maintenant on intégre le système d'équations (17) par rapport

ky et à z, il est facile de voir que la base 1 du tronçon subit, par rap-

port à l'axe local des x toujours supposé coïncidant avec l'élément ds

de l'axe de la tige, et outre ses déformations transversales d^, ô., g^.,

éprouvées dans son propre plan, pareilles pour toutes les sections a

du tronçon (à une première approximation), une rotation d'ensemble

autour de cet axe Ox. La connaissance de cette rotation, jointe

à celle de d,, â., g^i permettra donc de déterminer complètement,

du ntoins en projection sur le plan des yz, le mode de déformation

et de déplacement de la section transversale 7 considérée.

2. Cela posé, cherchons à sommer les composantes normales Nj,

qui s'exercent aux divers points d'une section a.
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Il vient

ou cncoro, 0,,, -r^, -r—, étant conslaiits dans l'étendue d'une section,
d.c- el.i-

Or, l'origine des axes coïncidant primitivement avec le centre de

gravite de la section défini, comme l'on sait, en attribuant à chaque

élément de celle-ci une masse fictive proportionnelle au coefficient

d'élasticité E de la fibre longitudinale qui y passe, les deux derniers

termes de l'expression précédente disparaissent, et il reste

/ f N^ (h =à„ f
I

v: <h --=z E'ff 0)0,

en appelant E' le coeflicienl moyen d'élasticité des fibres longitu-

dinales.

En définitive, nous voyons que la réduction des forces N^. donne :

i" Une résuUanle Ob = E'a-*,*;, appliquée au centre de gravité;

2° Un couple normal à la section a et qui équivaut à l'ensemble

des forces

\ dx- " dx- )

Ce couple se décompose en deux autres, perpendiculaires aux axes

Oy et O:;, dont les moments respectifs M^ et M^, comptés positivement

de Ox- vers Or pour le premier, de Oc vers 0/ pour le second, sont

Or, les axes 0/ et Oz coïncidant primitivement avec les axes princi-

paux d'inertie de la section, on a

fi Ej; d(J =: o.

Par suite, les expressions de M, et de M.- se simplifient et deviennent,

Journ. de Math. (O' série), tome VU. — lasc. III, 1911. J4
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en introduisant les moiiiruts d'inci'tii' principaux

El, = /
f

V.z'(h. El,— f fEy^eh

(,8) M. = E'I.g. ^'-E'U^.

La force x = E't*),, qui produit la diialalion Jq de la libre moyenne

représente Veffort d'cvtcnsion au point considéré de l'axe de la lige;

les couples M,, M; qui donnent lieu respectivement aux coM/'èurcs y^,
d-r
-7-^' sont appelés couples de flexion.

3. Passons à la composition des forces T, et T- appliquées en cha-

cun des points de la section a. L'ensemble de ces forces pourra se

ramener généralement à un couple situé dans le plan desiT et qui,

ayant pour effet de faire tourner la section dans son plan, sera le

couple de torsion, et à une résultante dont les composantes suivant

lesyetles;, ?,. et #;, seront désignées sous le nom d'efforts tran-

chants.

1° A une première approximation, les efforts tranchants f, et i.

sont nuls. — En effet, dans cette hypothèse, on a

^^iô.s) = o ou ^^N.T) = o;

donc la première équation du système (i) devient

Multiplions l'équation précédente par Ur/cr, U étant une fonction

continue quelconque de ^, z\ et intégrons les résultais dans toute

l'étendue de la section n, en remplaçant toutefois

\ dy dz }

. Le procédé (pii nous a servi à établir la foimule ( i3) s'applique ici
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de même et donne, vu la première écjualion du système (2 ).

D'où il vient, pour U =_/,

pour U == -,

/.(
T,.r/^

Il en résulte que les efforts tranchants .T, , ^., étant définis par les

ésalilés

-ff:

sont nuls; et la proposition est établie.

2° Par suite de la nullité des efforts tranchants, il ne subsiste,

comme résultat de la réduction des forces T,, T.-, qu'un couple dont

le moment M,, sera

Démontrons que M,, est proportionnel à l'angle de torsion 'i et au

carré de l'aire a de la section transversale.

En effet, deux sections primitivement normales et situées à une dis-

tance dx auront, dans la déformation, tourné, en projection, l'une

par rapport à l'autre, d'un petit angle d'\ ou (prf./;, ç désignant l'angle

de torsion rapporté à l'unité de longueur. Les déplacements transver-

saux correspondant à celle rotation élémentaire, les seuls qui soient

différents (à une première approximation) dans les deux sections C7

consécutives, seront

(19) rfï] =;c/ij; — — :rp f/,r, f/Ç=:/rf'J;=/9 (/.r.

Donc les glissements ^'.,., ^;, définis par les équations (4), seront, en

fonction de ^ et de o,

(fr di
(20) g,^-+oy, g,^-^-oz.

Supposons que l'angle o soit donné; il suffira, pour connaître i',, g.
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et par suile T,, T., de déterminer la fonction E en chaque point {y, -)

de la section rj.

A cet effet, on porte les expressions de T,, T.. en fonction de g,,

g-, tirées de ((3), dans les équations

(21) —

;

1

-— ^ o, T- cos:z + 1 V sinj; =; o;
(/)• a:

on substitue ensuite aux déformations g,, g- leurs valeurs (20), et, de

la sorte, on obtient le système permettant de déterminer H.

Cela posé, divisons par ç les équations (21). Celles-ci ne renferme-

i^ont d'autre inconnue que le rapport
J^;

il s'ensuit que les valeurs de H,

celles de g^, g-, T,, T. aux divers points, ainsi que le moment

M_r = / / (
}'T , — zT .) ch dn couple résultant, sont simplement

proportio/inc/lcs à o.

De même, établissons la proportionnalité de M_^ au carré de C7 : il

suffit, pour cela, de constater que les équations (20) et (21) ne cessent

pas d'être satisfaites quand on y multiplie r, z, dy, ilz par un rapport

constant de similitude a, pourvu (pi'on multiplie en même temps ^

par a-, gy, g-, T,, T.- par a, et, en conséquence, le moment

M,=jY(yT,-cT, )c/a.

par la quantité a' proportionnelle à g-.

Ainsi donc, s'il s'agit de tronçons ayant des sections semblables et

pareillement constitués en leurs points homologues, le moment de

torsion Mj. varie proportionnellement à Ç' et à a-; par suite, si l'on

désigne par c un coefficient dépendant des élasticités transversales et

de la forme de la section, le moment de torsion M^ pourra s'écrire,

d'une manière générale,

Mj.^=C(J-'^ OU Cff'-T^'

V. — Équations de l'équilibre et du mouvement d'un tronçon de tige

dans le cas réel.

1. La théorie qui vient d'être exposée et les résultais obtenus ne

conviennent f'// toute rigueur qu'au cas idéal où l'on supposerait la



fÎTUDE THKHMOMKCAMQUK DES TIGES ET DES PLAQLES, 2G

1

lige infinie, de manière à éliminer les influences perturbalrices des

extrémités; le tronçon exactement prismatique à l'étal naturel cor-

respondant à la température 0, de constitution parfaitement homogène

dans le sens de la longueur; la masse du tronçon el sa surface latérale

libres de toute action extérieure.

Evidemment toutes ces conditions ne peuvent être vérifiées dans un

tronçon de tige réel; toutefois, si la longueur de la tige est suffisam-

ment grande, par rapport aux dimensions transversales, pour que les

conditions précédentes soient approximativement réalisées, enverlu

du principe, de continuité^ les résultats obtenus dans le cas théorique

déjà envisagé pourront, dans une certaine mesure, être étendus au

cas réel.

Ainsi les expressions des forces ou couples X, M^, M^, M; ne diffé-

reront pas notablement de ce qu'elles étaient dans ce cas limite., et les

efforts tranchants .?,, i^, qui s'annulaient dans ce cas limite, n'auront

jamais, rapportés à l'unité de surface de la section (7, que des valeurs rela-

tivement faibles, comparées à celles de Db ou à celles de M^., M,, M,

divisées par g'. De même, la dilatation d^ des fibres longitu-

dinales sera restée sensiblement une fonction linéaire des coor-

données j>', z.

Donc, partant de l'extension des résultats acquis, cherchons à expri-

mer les équations d'équilibre d'un tronçon de tige réel; de plus, pour

simplifier, bornons-nous au cas intéressant d'une tige prinuli\enient

droite et non torse, peu défoi-niée,

2. Soit un tronçon quelconque de la tige. Les axes locaux de coor-

données, rapportés à Vétat primitif.,
c'est-à-dire à Vélat naturel cor-

respondant à la température G, sont : Oj-, l'élément de fibre moyenne;

O^ et Or, les axes principaux d'inertie de la section i.

La première base i du tronçon supporte les trois forces — x, — .?,,

— S-, et les trois couples — M^, ~ M^, — M,; la seconde t' est sou-

mise à trois forces el trois couples analogues, mais changés de signe,

augmentés de leurs différentielles par rapport à x et orientés suivant

les axes locaux O'x', 0'y\ O'z' du tronçon voisin.

Ces axes diffèrent seulement des précédents O.r, O/, Oz, en direc-

tion, de quantités infiniment petites que nous allons déterminer. En
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effet, dans la déformation, la fibre centrale primitivement droite s'est

incurvée et les courbures, à l'origine, de ses projections sur le plan des

xy et celui des xz sont respectivement — = -j-^» ^ = -^ J
'^^ plus,

la seconde base 7' a tourné par rapport à la première 1, de telle sorte

que les axes principaux d'inertie des deux sections a et a', qui étaient

p/'imithement pai'allèlcs (puisque la tige est supposée non torse),

font maintenant, en projection sur le plan des y:-, un angle d'\i = o dx.

Il est facile dès lors de déduire les cosinus des angles que font avecO,'-,

Oy, Oz les axes O'x', O'y', O'z'- ceux-ci seront sensiblement: pour

,^, , d.c djc -^, , djc j --., ,
dx ,O X- , I, jr-, -jT-; pourO^, —5-' 1, 9 d-x- pour O ; ,

—
-jt-' — Ç"'". i-

D'autre part, si les flexions et torsion sont fn'-.s petites^ nous pour-

rons négliger leurs produits par ( M^., M,, M.), ce qui revient, étant

donné que ces moments ont dans leurs expressions respectives les

facteurs o, n-, p-' à négliger les carrés et produits des facteurs consi-

dérés. \ous négligerons aussi leurs produits par 5",, $-'., car les efforts

tranchants étant toujours très faibles, nous n'introduirions, en les mul-

tipliant par 9, j— ) 7—) que des termes du second ordre de petitesse,

donc négligeables.

3. Ces conventions faites, nous pouvons, en utilisant les valeurs des

cosinus qui viennent d'être calculés, chercher les co/i/posa/i/es et les

moments suivant Or. Oy, Oz des forces -^z -h -j—dx, S.,+-^dx,

i.-\--^dx appliquées à la seconde extrémité de l'élément dx, ainsi

1 . ; 7 »* '/Mjr 1 AT </Mv f At dW- ,

que les moments des r,oupLes M^. H

—

-r-^dx, M^ -h—j-^ax, M.-h-^dx.

I ° Composantes des forces ùl, -h -7— dx, ,1.+ -^ dx, §- + -r^ dx. —
' •' dx ' •' dx ' " dx

Liles sont pour la première, -% H

—

tt"-^') ïT ''' ÎT ' P*^"^""
''* ^'^"

conde, o, ^_, -h -jr^dx, o; pour la troisième, o, o, -T. -+- -j^dx.

2° Moments des forées Oîi -i--r— c/./;, ,f,. -t- -—-dx, i. H—f-^ dx. —
a.r ^ dx ' dx

Ces forces sont aj>|)ll(pii'cs en un point O', dont les niordonnéos sont
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dx, d.f^> dxrr-- Par rapplicatioii des formules classiques de Méca-

nique rationnelle, on évaluera les niomenls L, M, i\, par rapport aux

axes Ox, Ov, Oz. On trouve ainsi que, en se bornant à une première

appro.vimation^ les moments de 3î, -\—-j—dx sont négligeables; ce qui

étaità prévoir, puisque cette force prolongée ne passe qu'à une distance,

comparable à dx- , de l'origine (); de même, pour les deux forces

iy-^ —r^dx^ i--\—-T^dx, les seuls moments sensibles sont, pour la

première, N = #_, dx\ pour la seconde, M ^ — i.dx.

3" Moments des couples M^ H ~dx, M. H

—

r-^dx. M- -\ r^dx.
' -^ dx ^ > dx ^ " dx

— Ces couples sont normaux à trois directions O'x, O'y', O' z' qui

ne diffèrent respectivement de celles des axes Ox, O y, O:; que par

des angles comparables à 7--; -^, ç(/.f. Par conséquent, leurs moments

seront : pour le premier, M^-i

—

'—^dx, o, o; pour le second o,

M^+ -j-^dx, o; pour le troisième, o, o, yv-+ —r^ax.

4. Reste à évaluer les composantes et les moments desforces exté-

rieures. Soient X, ^ , Z, les composantes de la résultante des forces

extérieures par unité de masse; en désignant par p la densité moyenne

du tronçon, les composantes des forces extérieures ont pour expres-

sions p\'jdx, pYrjdx, p7j(jdx.

Quant aux moments des forces extérieures, on peut négliger, d'une

part, ceux de pYidx, pZ^dx, par rapport à Oj'etO;, le bras de

levier de ces forces étant de l'ordre de dx\ d'autre part, ceux de

o\c!dx par rapport aux trois axes, à condition toutefois que les actions

extérieures ne soient pas distribuées trop inégalement de part et

d'autre du centre de gravité des sections. Il ne subsiste donc plus que

le moment des composantes transversales pYrjdx et pZ or/./; par rapport
3 I

à Ox; nous le désignerons par li.p'j'dx, de telle sorte que ult" repré-

sentera le moment des forces transversales rapporté à l'unité de

masse.

o. Par suite, les équations fournies par le principe des quantités
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de mouvement seront :

— 3î> -t- ( Ob 4- ^^j-^ dx] -+- o\(j dx = o,

et Ton aura, pour celles des moments,

— M^ + ( Mx 4—7-;^ dx
) + y.o'j- dx == o,

— M , 4- (
My 4- —r^ dx )

4- ^s ^/-P = o,

— M; 4-
(
M; 4- -~ dx] + §y dx = o.

La première et la quatrième de ces
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remplacer X, k-' tt-' M^, M^, M^ par leurs valeurs. Ces valeurs, pour

une tige priniitivcjnrni droite, non torse, peu défonnèe, sonl :

d.i \{y dx- \\-_ dx-

M^.= c(7-o ou cn^'-P-, M,.= E'I, ---^, M^=E'K-—r-

Remarquons, pour finir, que, si l'on introduit dans les relations

(22) et (24) les composantes et les moments de \^ force d'inertie, on

en déduira les équations des vibrations longitudinales, tournantes et

Iransiersales de la tige.

VI. — Introduction de la température 'j dans les équations.

1. Dans toutes les formules qui ont été établies jusqu'ici, nous avons

fait une hypothèse essentielle : nous avons supposé que Vétat primitif

du tronçon, choisi comme terme de comparaison, était Vétat naturel

relatif à la température 0. Or le choix de cet état primitif ne peut

être que prot7'.yo//v',- car la température 0, que nous savons être uni-

forme pour un tronçon quelconque de la tige, varie d'un instant à

l'autre, et, de plus, au même instant, difl'ère suivant le tronçon consi-

déré; il faut donc, si l'on veut se rendre compte du rôle joué par la

température dans les équations qui précèdent, que les déplacements

et les déformations soient rapportés à un point de repère fixe : ce

point de repère invariable sera Vétat naturel correspondant à la

température spéciale ^ o.

2. Examinons donc comment nos formules devront être modifiées.

Désignons par d\., <)\., 0'_, g'^., g'^, g. les déformations comptées cette

fois à partir de Vétat naturel relatif à la température = 0; ces

déformations sont liées aux déplacements ^', y]', C comptés aussi à

partir du même état primitif = o, par les relations connues (4)- Si

l'on joint la connaissance delà température à celle des déformations

(ô', g') ainsi choisies, on pourra définir, à toute époque, l'état phy-

sique d'un tronçon quelconque. Généralisant la loi de Hooke pour

Journ. de Math. (6° série), tome VII. — Fuse. III, 1911. -53
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l'étendre aux variations modérées de G, M. Boussinesq écrit que les

six composantes de la pression intérieure N^,, N,, N-, T^,, T,, T. sont

des fonctions linéaires et homogènes des sept paramètres â\, 0'^., d'.,

g'^, g'y, g'^ et 0, ce qui le conduit à introduire six nouveaux coefficients

d'élasticité v_j., v,, v^, z^, T^., Z-, du moins dans le cas des milieux de

la contexture la plus générale.

Les composantes N^, N^, N., Tj., T^, T, de la pression intérieure

dérivent encore d'un potentiel d'élasticité p$, de sorte qu'on a

et le potentiel p$ est lié au potentiel analogue p<I>' relatif à la tempé-

rature spéciale == o, par la relation

5. Pour le problème qui nous occupe, étant donnée la symétrie de

contexture de la tige relativement au plan des >•;, il n'y aura que

quatre coei'ticients d'élasticité thermiques Vr, v,, v., t,., introduits

dans l'expression du potentiel pil>, qui pourra par suite s'écrire

pcl) = p(I)' _ (v^à'^ -+- Vj ()',.+ V;(^'. 4- ~.vg'.f)^ le terme ptT) étant, vu la

symétrie de contexture, la somme de deux formes quadratiques dis-

tinctes, l'une en O'^^, J,., ()'., g'^., l'autre en g'^., g'.. 11 suit de là que les

expressions jN^-i-Vj^G, N^, -i-v^ô, N^-t-v^O, T^-i-t^Ô, T^., T.-, sont les

mêmes fonctions linéaires de <)[., d'^., d'., g\., g'^., g', cpi'à la tempéra-

ture = 0.

Gela posé, résolvant par rapport aux <)', g', les six relations ainsi

écrites, on trouve comme expressions des déformations ()'
,
g', les for-

mules suivantes où sont groupés à part, puis réduits ensemble, les

termes dans lesquels figure Ô, et où les coefficients des iN, T, sont évi-

demment les mêmes que dans les formules (G) données plus haut :

/ ():, = A(N^-(3Ny-p'N,-(3"T^) +i),^0,

l d\. =— (3A\^ -h (3 termes en N,, N^, T^^) ^ I), 0,

I
dl =— (3'A.\^ + (3ternies en Ny, N;, T^)-h Djî',

j
^'^=z:— (3"A\,,,+ (3leriiius en X,. N^, T^)-hG^(/,

'
A-; -HT, hG'T,.
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Remarquons de suite que les nouveaux coefficirnls D^., D,, I)., G^,

qui sont des fonctions déterminées des quatre coefficients d'élasticité

thermiques v^., v,, v., t^. et aussi des coefficients entrant dans p<I>', pré-

sentent l'avantage d'avoir une signification physique immédiate. \\n

effet, supposons que, le tronçon restant toujours à l'état naturel ou

sans tension, nous élevions sa température de o à 0; tous les N, Tsont

nuls, et les formules précédentes se réduis^ent pour donner :

(27) Ô'^—D^O, û'y^HyO, d', = D/A g,.— QJJ, g'y=o, ^''-=0.

Les déformations, purement tltermiqm's. sont donc [uoporlionnelles

à la température 0, et par conséquent les 1)^., D^., D; sont les coeffi-

cients de dilatation thermique suivant les directions Ox, Oy, Or; de

même, G^; désigne le coefficient du glissement thermique conjugué

aux./;; quant aux deux autres coefficients analogues G^,, G^, ils sont

nuls en raison de la symétrie de contexture de la tige.

Dès lors, si l'on retranche des déformations totales à^., .... g'., leurs

parues purement thermiques DJ), ..., ou dues à réchauffement 0, le

reste, c'est-à-dire les termes en N^;, iN,, ..., Tj, des formules (uG),

seront évidemment les défonnations/)wre/«e/<^ mécaniques âj., à,, ...,

o-. dues aux pressions N, T, et résultant de l'application de celles-ci

au tronçon considéré, censé porté déjà à la température 0, comme on

l'a admis au Chapitre précédent. On aura donc :

(28)
I 8y -- or

>

o : ^- S~

•

La seule considération des deux dernières équations (28) nous

apprend que la température n'influe pas sur les glissements conjugués

aux directions transversales et par suite sur les tensions T^,, ï^, consi-

dérées du moins dans leurs parties principales constituant le couple

de torsion ou ne donnant pas d'effort tranchant.

4. A une première approximation, les coefficients thermiques D^.,

Dj, D-, G^, sont, comme d'ailleurs les coefficients dont ils dépendent,

indépendants de X' et de 0. Ils varieront généralement dans les sens

transversaux, sans être pour cela des fonctions arbitraires àa y, z, du
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moins, dans l'iiypothèse, faite implicitement au Cliapitre précédent, de

rexistence d'un état naturel pour l'erisenible du tronçon, à toutes les

températures H.

En effet, au début de son Mémoire sur les tiges ÇJournal de

Mathématiques pures et appliquées, 1871), M. Boussinesq établit, à

la suite de Barré de Saint-Venant, les conditions nécessaires et suffi-

santes pour que six fonctions données de .r, jy, r puissent représenter

les trois dilatations et les trois glissements g, amenés par de petits

déplacements ^, rj, Z continus quelconques, dans une masse d'étendue

finie ou notable en tons sens, comme sont nos tronçons. Ces conditions

sont les suivantes :

(29)

d-ô^

dydz
"
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caractère distinctif de l'état dit naturel), à savoir :

dy dz '

dy-
'

dz"-
'

dz- dy- dy dz

Les D,, D-, G^., n'ayant qu'une seule relation à véritier, pourront

donc être choisis d'une manière assez large
;
quant à D^, il résulte des

trois premières relations qui précèdent que ce coefficient sera une

fonction linéaire des coordonnées transversales, c'est-à-dire que sa

forme la plus générale sera

(3o) D,= D,^A,j-.il,c,

D„ désignant le coefficient de dilatation thermique de la fihre cen-

trale, -Il et iiS) deux coefficients qui varieront généralement d'un tron-

çon à l'autre, mais qui ne dépendent ni dey, ni de z.

Il est clair que, pour toute autre expression de D^, il n'existera pas,

pour l'ensemble du tronçon, d^étal naturel à la température 0, mais

seulement pour chaque particule imperceptible du tronçon, censée

détachée du reste et soustraite à toute pression. Les dilatations ther-

miques des particules, ainsi libérées individuellement, rendront leurs

formes impropres à se juxtaposer exactement ou à reconstituer le

tronçon continu en se soudant.

d. Les déplacements et les déformations étant ainsi rapportés à

Vétat naturel relatif à la température spéciale =: o, cherchons ce

que deviennent les formules qui donnent l'effort d'extension X, les

moments de flexion M^, ]VL, le couple de torsion M^et les efforts tran-

chants §j, ,f..

1° EJfort d'extension. — On sait que l'expression de cet effort

est .3b = E'ac^o; or, vu les formules (28), on a d„ = J^ — D„0; d'où il

vient pour Dî,

(3i) 3Ô = E'cr(c'„— I )„')).

Celte dernière relation nous apprend que l'échaulTement a pour

effet de diminuer la traction 3ï, proportionnellement à l'écart de tem-

pérature : en effet, les corps solides se dilatant sous l'aclion de la

chaleur, le coefficient D^ est positif.
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2° Moments deJh'.xion. — Les moments fléchissants M^ et \L sont

donnés par les égalités (i8). Or celles-ci supposent la linèarilc en y
et r de la déformation ôj.. D'autre part, pour établir la linéarité de 0^.,

nous nous sommes basés sur la remarque suivante, dont il est facile

d'ailleurs de reconnaître la légitimité, à savoir que, pour une lige très

longue par rapport aux dimensions transversales, les dilatations et

glissements {d^g) varient d'une manière incomparablement moins

rapide dans le sens longitudinal x que dans les sens transversaux v, z.

Il est clair que ce principe de la gradin'lh' variation des déformations

suivant l'axe de la tige, qui s'applique tant aux déformations purement

thermiques qu'à celles qui sont purement mécaniques, reste vrai pour

les déformations totales résultant de la superposition des deux précé-

dentes, c'est-à-dire pour les déformations (<r, g') comptées à partir de

Vétat naturel relatif à la température spéciale ô = o.

Il suit de là que nous pouvons appliquer la formule (9) aux défor-

mations totales i^ô'
, g) ainsi (ju'aux déplacements correspondants

(^', f]', 'Ç') et écrire

or l'on sait que à'^. = 0,. -+- D,.6 et que D,. = D„ — Ay — iibr; d'où il

vient

Par identification de cette dernière égalité avec la formule (19) qui

exprime également la dilatation partielle à,., due uniquement à l'action

des forces extérieures, on déduit que

d.r- dx- ' ' d.r- d.t-
'

et par suite, pour expressions des moments Jléc/iissa/its M, et M;,

(32) M^ = E'I,(gt-aP.5), M,= E'L(^-.tr,).

Ceux-ci dépend/ont, comme on le voit, de la température 0, (|ui,

à elle seule (ou sans Tadjoiiction d'aucun couple M, ou M., de flexion),

fera naître les deux courbures n- =-ubO, jt- = ,iO. Il faut excepter
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cependant le cas où les coefficients -i, et id, seraient nuls simuUané-

nient^ ce qui aurait lieu précisément, si toutes les fibres longitudi-

nales de la tige avaient même coefficient de dilatation thermique

3" Efforts tranchants. — Ces efl'orts étaient nuls dans le modr de

déformation type; et leurs très petites valeurs dans les modes réels

sont directement liées, par le théorème des moments [formules (23)],

à la dérivée enx des couples de flexion ; donc ils ne dépendront de f) que

dans le cas où ces couples eux-mêmes en dépendront.

4" Couple de torsion. — Nous avons vu au n° 5 de ce paragraphe

que, dans le mode de déformation type dont s'écartent très peu les

modes réels, la température n'influe pas sur les glissements conjugués

aux directions transversales ir,, g- et par suite sur les tensions T,, T-

considérées du moins dans leurs parties principales constituant le

couple de torsion. Il en résulte que ce dernier couple est indépendant

dcO.

(>. Il nous reste à voir maintenant dans quelle mesure la tempéra-

ture modifiera le mouvement vibratoire des tiges.

1° ï ibratio/is longitudinales. — Les déplacements d'ensemble du

tronçon qui résultent de son mouvement étant, en général, très

grands par rapport aux déplacements relatifs aux axes locaux (liés au

tronçon) ou déplacements propres du tronçon, nous pourrons écrire,

à une première approximation, pour chaque section t, ^'^ Hj,, r/^ y]^,

X,' =^'Ç'^, ces déplacements ?^, y]^, 'C^, de l'axe de la tige étant considérés

par rapport à des axes généraux des x, y, z. La composante de la

force d'inertie, suivant Ox, sera donc — zrj—j-^, et en l'introduisant
'

' at-

dans la formule (22), nous obtiendrons, conformément au principe

de d'Alembert, l'équation qui régit les vibrations longitudinales,

Or

.% = E' ^ ( ();- D„ 5 ) = I-
' 7

(
j-^ - D„ dj .
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d'où

(33) ;^[^-^'(i -"•')] dl'

L'équation (33), dont les coefficients présentent l'avantage d'avoir

une signification physique simple et immédiate, est analogue à celle

qu'avait obtenue M. L. Roy dans sa Thèse [Rccherc/ics sur les pj-o-

priètés thermomêcaniques des solides, p. 46, équation (5)], en basant

ses raisonnements sur les théories de l'Energétique. La méthode

toute intuitive que nous avons suivie nous a donc conduit au même
résultat.

1° Vibrations transversales. — Nous obtiendrons l'équation des

vibrations qui s'effectuent dans le sens des y, par exemple, en intro-

duisant dans la première des formules (24) la composante, suivant Oy,
de la force d'inertie. Cette composante a pour valeur, toujours à une

première approximation, — p? .,"
; de la sorte on déduit l'équation

dx'^ l\y ' \ dt-

Mais dans le cas d'une verge vibrante, la tension JL n'est jamais

considérable ('), le terme p- peut donc être négligé et il reste

Si donc l'on a D^ = Do(^cc qui correspond au cas de Mioniogènèilè

thermique des fibres longitudinales), les moments fléchissants M^,

M- ne dépendent pas de la température : et celle-ci, par suite, ninfiue

pas sur le mouvement transversal.

Au contraire, si D^ = D„ — rXy — ii'.>;, la température ligure expli-

citement dans l'expression des couples de flexion, cl, dès lors, l'écpia-

lion des vibrations transversales, dans le sens des y, devient, si l'on

(') Elle aurail, au contraire, le rôle priiicij)al dans le problème ile la corde

vibrante on lige s^ans rigidité sensible.
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suppose en outre Y ^ o,

Il est clair que l'intégrale générale de cette dernière équation com-

portera un terme, /on c/ion de (), qui mettra en évidence le rôle joué

par la température dans le mouvement vibratoire considéré.

3° Vibrations lournanlcs. — Nous supposons, comme précédem-

ment, qu'il n'y a pas d'autre force extérieure appliquée au tronçon

que la force d'inertie. Par suite, nous aurons, comme équation des

vibrations tournantes.

Notons que, dans cette dernière équation, j)^ et- désignent les coor-

données totales des divers points d'une section, et non leurs coordon-

nées primitives. Cela posé, on sait que M^ = ca--jï-) où c et u- ne

dépendent de que dans la proportion infime des dilatations purement

thermiques. Donc, pour la torsion ç ou ;j^qui sera à considérer, cette

expression du couple de torsion n'aura pas à contenir la température

ou à en dépendre. D'autre part, en raison des rotations très sensibles

et rapides, 'j/, qui se font, dans le problème actuel, autour de l'axe de

la tige pris comme axe général des x, les petites déformations variables

qu'éprouve chaque section n ne donnent lieu, si près de l'axe de rota-

tion, qu'à des vitesses et à des accélérations insignifiantes; de sorte

qu'on a, comme dans une simple rotation d'un solide autour de l'axe

des a:, ^ _ _ r^ ^ ^ / rf£ _ _ r^\ ^ / ^ rf^\ ^.^
rfy/_

•^ dt"- " dl- dt V dt " dt ) dl \ dl J dt-

L'équation (35) deviendra donc, par substitution des valeurs de Mj
d^ z _ d'y

"

IF ~ '^~dP
^tdelr-^-

dt'

Journ. de AtatJi. {(i' aérie). iome\A\. — b'iiic. III, 1911. ^O
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rinlcgrale / / r'^da = 1
j
(v' -h :' ) '/fy, où v et ; pourront ôtre très

sensiblement réduits aux coordonnées primilives^ n'étant autre que le

moment d'inertie polaire I„ de la section, supposée liomogène.

Puisque, à une première approximation, les coefficients ca'' et pl„

de l'équation (3(>) ne dépendent pas deO, il s'ensuit que les vibrations

tournantes, définies par la fonction '^ de x et de ^, ont lieu comme si

la tcmpéralare élail uniforme et invariable.

7. En résumé, nous voyons que (au degré d'approximation auquel

nous nous arrêtons), parmi les trois modes de vibrations étudiés, il

n'y a que les vibrations longitudinales seules sur lesquelles la tempé-

rature influe toujours, quelles c|ue soient les propriétés thermiques

de la matière qui constitue la tige : ce sont donc les plus intéressantes

au point de vue ihermomécanique; et nous les étudierons, en détail,

pour une tige droite, homogène et isotrope.

VII. — Étude des vibrations occasionnées, dans une tige droite, fixée

à ses extrémités, par le refroidissement ou réchauffement de cette

tige, supposée portée initialement à des températures données.

1. Proposons-nous d'appliquer les théories, qui viennent d'être

exposées, au cas simple du refroidissement ou de l'échauflement d'une

tige. L'énoncé du problème que nous traiterons est le suivant :

Une lige de longueur donnée /, primiliiemenl droite, liomogène

et isotrope, dont on. adopte L'axe comme axe des x, est fixée par ses

extrémités contre deux appuis immobiles, distants de sa longueur

naturelle à la température = o. La matière qui constitue la tige

est, par hypothèse, bonne conductrice de la chaleur, tandis que les

appuis, au contraire, sont mauvais conducteurs. La tige, après aioir

été mise un certain temps à des températures données f{x), ce qui

lui a permis de prendre un état d'équilibre mécanique bien défini,

correspondant à ces températures stationnaires f{x), est aban-

donnée à elle-même.^ sans tu.tesse initiale, dans une atmosphère

maintenue à la température zéro. Etudier les vibrations lungilu-
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dinales de la tige qui accompagnent le phénomène de son refvoi-

dissenient ou de son cchaujfemenl, et les conditions dans lesquelles

elles peuvent donner naissance à un son perceptible.

2. L'équation indéfinie du problème nous csl donnée par Féga-

lilé (33); mais, vu l'homogénéité de la malière et l'absence de force

extérieure (la pesanteur et la pression atmosphérique sont en effet

négligeables), celle-ci se simplifie et devient, en y supprimant les

indices,

^ dt- dx' dx

OU encore, en introduisant la vitesse du son a ésale à \/ —

'

» V p

a- dt- dx- dx

Cherchons les conditions aux limites et les conditions initiales cor-

respondantes.

D'abord, les extrémités de la tige étant supposées fixées dans leur

situation d'état naturel à la température zéro, on aura, à toute époque,

^ = o (pour a; = o et pour x = l).

D'autre part, à l'instant initial, la loi de répartition des températures

étant f(x), et la vitesse -^ nulle, nous pourrons déterminer, en fonc-

tion def(x), le déplacement initial l," en un point quelconque de la

tige. En effet, la vitesse initiale nulle fait suite à un état continu de

repos : il en résulte que la tension initiale ^X," est uni/orme. Il suffit,

pour s'en convaincre, de remplacer dans l'équation (22), Xpar — -j^^

et de remarquer que l'égalité -j^ — o entraine la suivante -^ = o,

c'est-à-dire Vuniformité de la tension 3î, dans l'état primitif.

Soit donc X° cette tension initiale uniforme rapportée à l'unité de

surface, on a, d'après la formule ( 3i),

3b»= E((; - D^>) r= E r^J^"
— D/(.a;)1

.

Résolvant cette dernière relation [)ar rapport à ^ et intégrant.
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il vient

i«= Çx + D /"/(
= ) ^-^

sans constante arbitraire, eu égard à la fixité de l'extrémité x = o.

Reste à déterminer X". La seconde extrémité x = / est fixe aussi

par conséquent,

(3;) o=^l-i-Bj^ f{z)dz.
E

L'équation (87 ) donne ,JG", et en portant sa valeur dans l'expression

de ;", nous obtenons

Eo=D f /iz)dz-D^ f f(z)dz.

En définitive, nous pourrons grouper les équations du problème

dans le Tableau suivant :
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OÙ C désigne la chaleur spécifique par unité de volume, K et k deux

coefficients respectifs de conduclibililé intérieure et de conductibilité

extérieure ou superficielle.

De plus, la tige étant fixée contre deux appuis maïuais conduc-

teurs, le flux de chaleur est nul aux exlréniilés, ce qui revient à dire

de ,
.

,s

qu on a, a toute époque, -j- = o (pour x = o et pour x = l).

Enfin, la relation d'état initial qui achève de déterminer est

(pour ? = o) =/(x-).

Donc le système déterminant 0, à une première approximation,

sera

I
dO ,(l-B

,,
Iv ^, k s

\ -;- = t>- —,—: — i 3, en posant — i= 6-, — - ^ J
;

(II) / dO
, ,,—j— ^iz o (pour a: :;:; o et pour x := l),

Q^f{x) (pour<=:o).

Ces équations sont précisément celles qui caractérisent le refroi-

dissement du mur diathermane, d'épaisseur /, et dont les parois

extrêmes sont supposées imperméables à la chaleur.

L'intégrale générale du système (II) est donnée par la superposition

d'une infinité de solutions particulières vérifiant, séparément, les équa-

tions indéfinie et aux limites, chacune de ces solutions étant affectée

d'un coefficient arbitraire qu'on détermine ensuite par la condition

d'état initial.

Si nous posons

T r'la i j^

la solution /o/v«t'//f' du problème s'écrira

(38) 0=^ Aj-e-'-P.'cosajjr,

où nous faisons figurer explicitement dans l'exponentielle, et, par

suite, implicitement dans p, , le facteur a qui représente la vitesse du

son dans la lige; ce facteur n'a, il est vrai, aucun rôle à jouer dans la

question des températures; néanmoins son introduction est avanta-
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geuse, car elle nous permettra de simplilier certaines formules ulté-

rieures relatives à ^.

Pour que la série (38) soit la solution effective du problème, il

faut s'assurer, en outre, que la série considérée et celles qui s'en dé-

duisent par dérivation, terme à terme, une fois par rapport à / et deux

fois de suite par rapport à x, sont uniformément convergentes en x

et tpoiir /> o.

Or ces propositions ont été démontrées par M. H. Poincaré ('); et

par conséquent la série (38) est la solution cherchée.

4. Bétermination de\. — Remplaçons par sa valeur dans Técjua-

tion indéfinie du système (I). Nous sommes conduits, pour détermi-

ner ^, à la recherche de l'intégrale générale d'une équation aux déri-

vées partielles linéaire et avec second membre.

Formons, en premier lieu, une solution /?a77«'cM//VVv' de l'équation

complète, qui satisfasse en même temps à l'équation aux limites. On
trouve ainsi, par identification et par l'emploi de coefficients indéter-

minés, l'expression suivante sous forme de série :

(39) ^^^^^
K, y.,

<^1

Cette série, comme il est facile de le vérifier, satisfait aux condi-

tions mentionnées. Elle ne représentera cependant la solution effective

que si l'on établit sa convergence uniforme ainsi que celle des séries

obtenues en dérivant la première, terme à terme, deux fois de suite

par rapport à x et à /.

A cet effet, considérons la série suivante, que nous savons être uni-

formément convergente,

(4o) i-=-2 A,«,e"P.'sina,.ï>.

Or la série (^g) se déduit de la proposée^V») '^^ multipliant chaque

(*) H. VomcMut, Etude annlyliijuc de la i>rop(igalion de la chaleur, Cliap. \'

:

Prohtème de l'annille.
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terme de cette dernière par la quantité ——^- positive, décroissante.
^ ' 2(7-1- pj

'^

el tendant vers zéro. D'après un lernme dû à Abel, et facilement

étcudu au cas des séries uniformément convergentes, il en résulte que

la convergence uniforme de la série (/jo) entraine celle delà série (39).

On démontrerait de même que les dérivées premières et secondes

de E, convergent uniformément, en comparant celles-ci à ou aux dé-

rivées de cette fonction.

Cela posé, effectuons le changement de variables ^3 ^? — ?, ; le sys-

tème (I) devient

1 L^ — '!lk-
\ a- dl- dx^ '

(III) < ^2^=0 (pour a; = o et pour j; = /),

|(pouri = o) ^=— iii et i;n=DF(x) — 2°.

I

^' '
dl dt - V ; .1

La première équation du système (III) est celle des cordes vibrantes

qui a pour intégrale générale

£2= \\{x -\- at)-i- G{j- — al),

H et G étant deux fonctions arbitraires.

La condition ^.> = o (pour x^o) donne

H{at) -hG(— r?0 = o;

d'où Ton déduit, en remplaçant at par^Z - .r,

li(at — a^) H- G(a- — at) — o,

et par suite

£_2= U{x -h al) — ll{al — Jc).

La condition 1., =0 (pour .r = /) donne

\\(l + ai) — \i{at — l)—0,

d'où, en remplaçant af par al -+- /,

tï(«/ + a/)=ill(«0-

Celle dernière égaillé exprime que la fonction IL 1/) est une fonc-

tion périodique de période 2/; nous l'écrirons donc sous forme de série
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trigonométrique,

(4i) H(?/) = Mo +V (M, cnsa.il/ -\- N, siaa,f<)-

Tâchons de déterminer les divers coefficients M„, M,, IN,, de façon

à satisfaire aux conditions initiales, les seules qu'il reste à vérifier.

Vu l'expression précédente de H(m), Eo et -^pourront s'écrire res-

pectivement

|,= II(r/^ -H .r) — H(rt/ — .r)

z= 2^ {— M, sina/at -+- N, cosoc,rt<) sinoc,x,

1

-ii =«[ir(rz<H-,r) — ïl'(at—a:)]

:=— 2a / a,(M, cosa,«/ + N, sin (x,at.) sina,^.

1

Si maintenant nous tenons compte des conditions initiales, nous

devrons avoir

I V« ,. D -^ j3,A,. .

l 7 a, M, sina,.r = > <^i ^, ^^sina,.r,
)
-^ 2 -^ a- -t- |j;

(-42) .

] V M •
'-^

17/ \
D V ^' "^'

-^ 2 ^ ^ 2 ^ a? -H (3/
! 1 I

La seconde des ég^alilés (42) exige que la fonction F(x) soit in/paire;

ce que nous pouvons toujours supposer puisqu'elle n'est définie (ju'entre

.r= () et .z; = /. Dès lors, si l'on calcule les coefficients N, par la mé-

thode d'élimination de Fourier, Icsxaleurs ainsi ohleimes, substituées

dans le premier membre V N,- sin a,.>;, assureront sa convergence uni-

forme.

Les N, sont donnés par la relation

., i) /•'„,
, . ,1) A,a,
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Quant aux M,, on les obtient par idenliiication des deux membres

de la première équation (42) :

II est nécessaire de vérifier, pour que la démonstration soit rigou-

rcusernenl complet)'^ que les valeurs des M, et X,, transportées dans

la série ('\i)-, rendent celle-ci itnlfoniiciucnt convergente.

La série V .\, sina,« étant uniformément convergente d'après la

1

deuxième égalité (4-)) •' suffit, pour démontrer la convergence

uniforme de la série (40) d'établir la proposition pour la série

^ M, cos a, «.

1

A cctellèt, remplaçons les M^ par leurs valeurs, nous aurons

V M D ^ A,(3,
> M, cos a, «m y ——i-— cos x, w

.

'^ 2 ^d OLj + Pî
1 1

A-3-
Or les coefficients .,

' sont positifs, ^/('croissants et /c/nfent vers

zéro, il en résulte (') que la série > -^-^^r cos x,- «/. converge unifor-

1

ménient et la proposition est établie.

La fonction l., du système (III), maintenant calculée en toute

rigueur, s'écrira, après substitution des valeurs trouvées pour M, et N,,

(43) ;, = 2 y ^ cos5!/«< sin3:,.r / F(3) siniz, i rf;

— D^ —

—

'-^r^ixiCOSXiat — .5, siiia,rtO sin j:,r.
^Ld a; -H S?

I

Ajoutant, à l'expression trouvée de L, celle de H, définie par la rela-

(') E. FicAiii), Traite (t'Analyse, t. I, Chap. IX, n" 9.

Journ de Math. (6' série), tome VII. — lus.-. III, 1911. ^']
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lion (39), nous olitiondrons llnalement la solution : du problème :

(-14) : =: il H- ;2=.- 2 y ^ cosa/rt^ sin a,x / F (z) siniXiZ dz

1
' "

^ V^ A,- a,- /'S, . & A .

-+- 1* ^ -^, 5T siii y., al. — coi/Xidl + «""P/ suia,.r.

Cette dernière éi;alité peut se ramener à une autre, susceptible d'une

iuterprétation physi(iue immédiate, si l'on efl'ectue les changements

suivants. Posons

/' 2 r' . , B,(a; + S,?) — A.x/
B,= -| l'(z)ih,'y.,zdz, tangy,=: \q. '

<^:,:, = V/B^
A,(A,— 2B,a,)

nous aurons, de la sorte, en groupant les termes périodiques par rap-

port au temps,

(46)

Sous cette forme, nous voyons que, d'une manière générale, le

mouvement longitudinal occasionné par le refroidissement de la tige

sera la superposition d'un mouvement progressif de contraction ou de

dilatation, qui s'évanouit asymptotiquement comme l'échauITement

lui-même, et d'un mouvement vibratoire.

Il est intéressant de remarquer qu'outre le mouvement longitudinal,

il se produira, dans les sens transversaux, des phénomènes périodi(jues

de dilatation et de contraction, analogues à ceux qui prennent nais-

sance suivant l'axe de la tige, mais d'amplitude beaucoup moindre, i'^n

effet, la dilatation su[)crricielle dune section droite de la tige a [)our

expression

Or, en vertu de risotro[)ie,

Dy^D.= D, dy+â-=- --!—0^ = - ^-A_(,j;^_ DO);
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d'où
3>.-t-2a^, /. di

<>,= --

—

'~\yj—
^ T^-

A -t- fji A H- p- dJ'^

La substitution des valeurs de et de ^ donne, pour ,),, une expres-

sion où cosa,a; est en facteur.

Il en résulte une correspondance entre les maxima et les mininia des

variables? et()^, considérées en tant que fonctions de .c : ainsi, au

milieu de la tige, la section r: ne subit ni contraction ni dilatation,

mais l'allongement E des fibres y est le plus grand possible; le contraire

se produit aux extrémités.

o. Poursuivons l'étude du phénomène dans les deux cas suivants,

où la répartition iiiitialf des températures est particulièrement

simple :

Premier cas. — La lempéi-alurc iuillalc de La lige est imij'orine.

Dans cette hypothèse, les coefficients A, sont tousnuls ;
il suffit, [lour

le constater, de se reporter à l'intégrale - / /(:; ) cosa, ; dz (jui di'linit

les A,, et d'y faire /(:) = coust.

Même conclusion pour les B,; car la fonction F(.r), (pii a pour

expression

F{x)=:J Az)dz-~ j f{,z)dz.

s'annule aussi identiquement poui/(r) = const.

Enfin, d'après l'égalité qui détermine les C,-, il résulte que In nullité

des A; et B, entraîne celle des C,

.

Somme toute, nous voyons que, lorsque la température initiale de

la tige est uniforme, les coefficients A, et C, sont nuls, et, par suite,

nul aussi à toute époque le déplacement ; : autrement dit, dansée cas.

le refroidissement ne donne naissance à aucune vibrafroii, soit longi-

tudinale, soit transversale.

Quant à la tension K, dont la formule générale est

K.i^j^-m),
, d.v
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elle sera siinpleuienl, puisque -T^ ^o, 3î. =— ED^O . La tension Oï,

resle donc uniforme pendant toute la durée du pliénomène et propor-

tionnelle à la température qui est, elle-même, une fonction é\a/>oiii.s-

sarile du temps. La même remarque s'applique à la dilatation superfi-

cielle latérale <), qui se réduit à 2DO.

Deuxième CAS. — La Icnipcralure initiale de la fi^e, dont une

moitié a été chauffée, l'autre refroidie^ est distribuée symétrique-

ment par rapport au milieu de la tige et dépend linéairement de

l'abscisse x.

1! résulte des suppositions faites, qu'on a

/(.r) —m\x ),

où m désigne \^ pente de la température, c'est-à-dire marque la rapi-

dité avec laquelle celle-ci varie le long de la tige.

Vu la symétrie de la fonction fix') par rapport au milieu, nous

avons

et par conséquent la fonction l'X'')) déjà définie, se réduit à l'expression

simple

F(.r) = Ç J{z.)dz == Çmiz -
^) f/.= :^(,r^- Ix).

Dès lors, les coefficients A,, H,, C, deviennent

"i r . s .
2/« /"'/ t\

, , I — COStTt
•'V=

Y /
f{z)zo%y.,zdz^ _

^
^-_ -j cos3:, = f/; = -2,»/ ^T^^T—

'

' F(î) sina,:./;= y ^
{z"- - Iz) ûx\y.,zdz =

«^ I)

,. I — cosat:
nit -,—-, )

r^ ATT A,- (A, — 2 b, et,) ,, 1 — COStTt h

De même l'angle
Y, qni détermine la phase du mouvement vibra-
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toii'c a, ici, pour expression

langy,= — {— = —

•

Par substitution des valeurs présentes de A,-, C, , y/ dans les for-

mules (38) et (46), nous obtenons

VI — coiir. n,cos3!,.r

1 ^^ m oi-i

(4-) :

] . r> V^ I
— cos(7î sina,.a; F e""?.' ô/ • , . >1

f c =— 2D/« > , ===== -^=z=:= -1- -^ sin(3f,r?< 4- y,) .[
"t^ "" \/«J + p,4v'^7+(3r "'

J

Donc, lorsque les températures initiales sont réparties le long de la

lige suivant la loi /(./;) = m ix ]> les refroidissement et échauire-

raent respectifs des deux moitiés de la tige engendrent des vibrations

longitudinales : le milieu est un ventre de vibration; les extrémités,

des nœuds. En outre, il n'existe d'autres barmoniques que ceux qui

correspondent à la suite des nombres entiers impairs consécutifs.

Reste à traiter une dernière question : l'amplitude du mouvement

vibratoire considéré est-elle suffisante pour donner naissance à un son

perceptible? Pour la résoudre, nous comparerons les vibrations, d'ori-

gine calorifique, du problème proposé, à celles qui seraient produites

si la tige, au lieu d'être y?./;(?, était libre aux extrémités, et la tempé-

rature, uniforme, au lieu d'être une fo/ictiun linéaire et symclrique

de Vabscisse [x

VIII. — Comparaison des vibrations, d'origine calorifique, précé-

demment étudiées, à celles qu'engendrerait le refroidissement

d'une tige, libre aux extrémités, de température initiale uniforme.

1. Le problème de l'état vibratoire où entre une tige, libre à ses

deux bouts, uniformément chauffée à l'instant initial, qui se refroidit

par rayonnement sur sa longueur el par contact aux extrémités, a été

traité par M. L. Roy dans sa Thèse. Nous le reprendrons rapidement



286 TH. \>'>YCKE.

en suivant notre analyse et nous montrerons que la solution de ce pro-

blème se déduit, par simple dérivation^ des résultats de celui que

nous venons de traiter.

2. L'équation indéfinie étant la môme que celle du système (I), il

suffit d'établir les conditions aux limites et les conditions initiales qui

conviennent au cas présent.

La tige est libre à ses deux bouts : d'où oî, ^ o (pour a: = o et

pour X = /).

On admet, en outre, que le refroidissement se fait par contact aux

extrémités, où la température est supposée nulle; il en résulte, vu

l'expression (3i) de .%, qu'on a

—^ r= o (pour a- r:r O el pour .r =r /).

La température initiale est uniforme et égale à 0" : cette donnée

permet d'évaluer l'allongement initial ;" en un point quelconque de

la tige. On a, en efTet,

d'où il vient, par intégration,

i" = D 5" (x--

carla section de la tige qui contient le centre de gravité n'éprouve pas

de déplacement longitudinal.

Nous sommes donc conduits au système (IV ), composé comme
suit :

_i^ rf^l — f^ — D—
a- cil' dx- dx

(1\) ' -^ = o (pour j7 t= o et pour .r rr: /),

(pour<r-_;o) T —'^ '^'- 4» = D (/"(./•—-) •

Pour la détermination complète du |)roblèmc, il faut joindre à ce

système le suivant, au(juel satisfait lorsqu'on traite la tige comme un
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solide invariable :

dt dx- ^ '

B T=. o (pour ^- =: o et pour x = /),

(pour t — o) 5 = 9».

3. Nous démontrerons maintenant (jue les solutions des sys-

tèmes (IV) et (V) se déduisent, par dérivation, de celles des

systèmes (I) et (II) où l'on pose

/(.r)=:^>"(^^-Q et V(.r)^f /5o(;_i W/;.

Avec les valeurs considérées de /(.r) et F(.r), les systèmes (I)et(II)

s'écrivent :

j_ ^ _ '^_ ^.
a- dt- dx' dx'

(W) I i; ^= O (pour .1- =r G et X ==: ^),

(pour< = o) 7^=° "^^ i°=D/ ^"(- — ^l'^--

dh ,,d'fJ

dt dx-

dO
(VU) ' -y- =r o (pour X z= o et X = /),

(pour/ = o) Q — Ooix )•

La seconde ligne desformules(\I) donne d'ailleurs, aux deux bouts

de la tige, -r-f = o, et, vu la seconde ligne des formules (VII), la pre-

mière équation du système (VI) donne en même temps les deux rela-

tions spéciales supplémentaires

(48) —4=0 (pour a; = o et « = /).

Cela posé, différentions en x les première et dernière des rela-

tions (VI), et des relations (VII), en appelant 0', \' les deux dérivées

en * de 6 et de \. Il viendra, vu d'ailleui s la formule (48) et la seconde
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ligne du système (^ H),

a- dt- du-'- iLc
'

(VIII)
' —^=0 (pour .r = o et .r =r /),

rt'i' -, ... /

(IX)

-r = b- -p-r — '' 0'
;

dt d.v' ^

5' = o (pour .f ^ o et X' = /),

(pour t = o) Ô'=z 0".

Il est clair que les deuxdeiniers systèmes obtenus ne sont autres que

les systèmes (IV) et (V). Or les formules (47) nous donnent précisé-

ment les solutions des systèmes (I") et (II) lorsque f{x) = m(x )

et F(.r) = / »i(: — - W/r ; il suflil donc d'y remplacer m par 0", puis

de dériver par rapport à x, pour avoir les solutions du problème cher-

ché. De la sorte, on trouve

(49)

6 := 2 5" > 7^ e "•^' sin a,.^,

i . „ , v^ I
— cos/t: cosa.x F s£,e~"P.' 3; . , ^T

I ç==— 2 5" > -.

, / -+- i-^sin(a,rt< + 7,) .

[
^ i- ^«? + (3,?[v/a;+{3? «' J

Il est facile de s'assurer que les séries (49) convergent uniformé-

ment et, par suite, qu'elles représentent bien les solutions cjfcc-

thés (').

(') M. Boussinesq a bien voulu nous indiquer cette manière de déduire le

système (49) du système (47) et nous faire observer qu'il est possible de dé-

duire les résultats du problème de M. L. Hoy de ceux du problème que nous

traitons, dans riiypollièse,/j/MS large, où la fonction /(a-), au lieu d'être, comme

nous l'avons supposé, linéaire et symétrii/i/e par rapport au milieu de la lige,

est quelconque, mais à valeur moyenne nulle entre a: ^= o et a: =z l; il nous a

fait remarquer, en outre, que, réciproquement, on peut obtenir, par dérivation

(le la solution du problème de M. L. Hoy, celle de notre problème.

Supposons, en efl'et, i\ne/(.v) soit une fonction quelconque, à valeur moyenne
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4. Nous voyons donc que les inouvemoiils vibraloires déliais par les

secondes des relations ('47)et(/i9) sont en concordance de phase elont

mêmes harmoniques. Le rapport de deux harmoniques correspondants

nulle entre .r = o et .r ^ /. La fonction F(i), déjà définie, se réduit à rexpres-

sion simple D / /"{;) (Y;, et les équations de notre problème deviennent

I rt- dt- dx- dx '

/,^ ; ?^0 (pour X :::^ o et ^ =; /),

3t i = Df /{.)dz;(pour (
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m 1

cst/v=-2j —, qui devient, pour / = i (cest le cas des harmoniques

fondamentaux-)
,

m 1 ml \f)

OÙ AO désigne Vécart initial des températures aux extrémités de la

tige, la loi de distribution de celles-ci étant /"(u;) = mix )• Il en

résulte que les sons fondamentaux auront même intensité dans les deux

diffcrentianl en x les valeurs de et de 'l de notre probtcme. on obtient la

solution d'un problème de M. L. Roy.

Mais continuons. Oliservons que la seconde ligne des équations (.")) entraîne

dB'

"

aux deux bonis ( r = o et .r = /) la relation -r- =: o, non moins que Ô ^ o
; en

sorte que la première (5) donne

d-'j'

(6) -j—^^o
(
pour JT =: o et .r = ;),

Alors les première et dernière (4), première et dernière (5), dilTérentiées

en a;, conduisent à poser, vu (6) et la seconde ligne des relations (4), en appe-

lant £" et 5" les deux dérivées en x de >' et 9',

_i_ d-ï;' _ d-l;' ^/9"_
a'- dt- d.v- il.v

'

(7)
(' ç=o (pour .r ^ o et .1- z:; /),

(pour< = o) -^~—° ^^ l" — ^f'{-^)-

(8) ' dB"—— =0 (
pour a; = o ol X = /),

(pouri — o) S"=z/"(x).

Donc, récipro'/uemcnt, les dérivées en .r d'une solution d'un problème de

M. L. Roy constituent, elles-mêmes, ta solution du problème que nous avons

traité.

Il est essentiel de remarcpier que, lo suinlions de ces deux problèmes étant

exprimées par des séries Irigonouiélriqucs, il Aiudra, cliaque (ois, vérifier la

convergence uniforme de ces dernières.
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mouvements vibratoires, d'origine calorili(|ue, si entre AO et 0" on a

relation —- = t:.

a. Pour achever notre étude, nous tàclierons à''interpréter pliysi-

quement les résultats obtenus, et, à cet effet, nous comparerons,

terme à terme, les deux mouvements vibratoires, d'origine calorifique,

dont il vient d'être question, avec celui que produirait, à la tempéra-

ture constante ^= o, la suppression brusque d'une tension ayant

préalablement donné lieu au même allongement statique {jue

l'échauiremeut uniforme de la tige de o à 0".

Dans ce cas, le système qui régit le déplacement longitudinal 5 est

\ a* dt- d.v-'

(\) / -j^ := o (pour :r =z o et pour j- = /),

dl ..„ ^.,/ /= el l''—ïi9'>{j-
j

(pour «=:o).

La solution de ce système est évidemment

^ := N^ A,- cos a,-ji' cos a/ (7<,

où

ou encore, par substilution des valeurs A,,

^ /^n .V^ ' — COSi'TÎ
(oo) ç =

—

lurty ca^y.jX coiOLiCit.
-^ (-t:-

1

Ici, comme d'ailleurs dans les mouvements vii)ratoires précédents,

il n'existe que les harmoniques impaira. L'amplitude respeclive de

ces derniers variant en raison inverse du carré de i, 3, 5, .. ., l'inten-

sité correspondante décroît comme la quatrième puissance des mêmes

nombres; et, par suite, les premiers harmoniques seuls pourront être

perçus.
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6. Les expressions (47) et (5o) nous permettent de former le

rapport r] de l'amplitude de l'harmonique de rang 1, dans le mouve-

ment vibratoire, d'origine calorifique, produit par les refroidissement

et échauflement respectifs des deux moitiés d'une tige,ytxe, initiale-

ment portée à la température variable f{^x) = m(x — - )> à l'ampli-

tude de l'harmonique de même rang, dans le mouvement vibratoire,

d'origine mécanique. Nous obtenons ainsi

m I

P;

De même, les formules (49) et (5o) nous donnent le rapport
/-J

de

l'amplitude des harmoniques correspondants dans le mouvement

vibratoire, d'origine calorifique, engendré par le refroidissement d'une

tige libre, de température initiale uniforme, et le mouvement d'ori-

gine mécanique. D'où

,:-
,

^^

V/a?H-(5?

Eludions lesi^ariations de r[- et >•' lorsque y.^ croît de a, ou -Jusqu'à

r l/ijiiti. — Les variations de r\ sont les mêmes que celles de la quan-

tité '

'

; or, en remplaçant p, par sa valeur -(4^-1- f^'^J)^ on

constate que la quantité considérée décroît progressivement de /', à o.

Donc, pour une tige de longueur donnée, le rapport r'- diminue, quand

grandit l'ordre des harmoniques : il sera donc maximum pour le son

fondamental, et ce maximum sera d'autant plus grand que la tige sera

plus longue. Il suit de là qu'il faudra opérer sur des tiges très longues,

si l'on veut que les refroidissement et échauffement respectifs des

deux moitiés d'une tige,y/u;e, initialement portée à là température

rariablc f(x) = m(.i- j, puissent donner lieu à un son percep-

tible.

Les variations de r'- sont celles de la fraction '

'

dont le carré
v/«; -t- y-

a pour expression l'inverse de i 4- ^^ ou de 1 H —-——; cette
P?

/'• «. +
O'ocJ
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fraction
'^'

varie Hnnrrlans le même sens que le hinoiiie x, -f- tv^-
^^xj-^P!

. . .

'

Or celui-ci, quand on y assimile a, à une variable continue, passe,

pour a,= ^, par le minimum 2^; de part et d'autre duquel il

grandit jusqu'à l'infini. Par suite, le rapport /J, minimum et égal

à l'inverse de i / i + , > quand a, reçoit la valeur spéciale -r^;

grandit à mesure que a, s'éloigne de cette valeur ; et il tend vers l'unité

pour les valeurs de a,, soit évanouissantes, soit grandissantes sans

limite.

Il résulte de là que, pour un harmonique de rang déterminé, le

rapport /•, sera d'autant plus grand que la longueur / sera, elle-même,

ou plus petite, ou plus grande, en s'éloignant de la valeur limite ;-—
qui rend ce rapport minimum; autrement dit, il faudra se servir de

tiges, ou très courtes, ou très longues, si l'on veut que celles-ci,

supposées libres et de température initiale uniforme, donnent, par

refroidissement, un son d'intensité appréciable. Mais un calcul numé-

rique ultérieur montrera qu'en se bornant au cas où Ton fait « = i,

c'est-à-dire aux harmoniques y"o//<^awe/?/a«j; (que nous savons être

les plus intenses de tous les harmoniques), la valeur ~-j= est trop

petite pour que, physiquement, la longueur d'une tige puisse devenir

encore moindre. Il faudra donc prendre seulement les barres les plus

longues possible.

7. Nous allons faire l'application numérique, en prenant les mêmes

données que \I. L. Roy, dans sa Thèse, cesl-à-dire dans le cas d'une

tige de cuivre de section circulaire, supposée placée dans un courant

d'air atmosphérique à la température o°, dirigé normalement à l'axe

de la tige et animé d'une vitesse uniforme \ . M. Boussinesq a

démontré (') que, dans ces conditions, le coefficient de conductibilité

(') J. Boissi.NESQ, Journal de Mathématiques pures et appliquées, 6' série.

l. I, 1900. Celle formule fait abslraclion de la parlie de k due à la chaleur

échangée par rayonnement entre la couche superficielle delsibavre (al/iermane)
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extérieure A élait donné par la formule

, /Iv, G, V

dans laquelle K, désigne le coefficient de conductibilité interne du

fluide, C, sa capacité calorifique par unité de volume, t le rayon de la

section de la tige. Dans le système C. G. S., petite caloiie, degré

centigrade, et à la température de la glace fondante, on a

Ki=5.io~*. C, ^= 3,06. io"\

Si nous prenons V = 400'^^'", ce qui correspond à une brise légère,

nous trouverons, pour une tige de i'"" de diamètre (£ = o,.j),

Ajoutons aux données précédentes, relatives au cuivre, les valeurs

de son coefficient de conductibilité Iv = 0,819, de son coefficient de

dilatation linéaire = 17,18.10"°, et de la vitesse du son dans le

cuivre, a \/l
= 3,42.10'

Cela posé, cherchons, ave« les données numéri([ues choisies, la

valeur de l'expression z -^qui donne la longueur de la tige correspon-

dant au miidmuin de r\, c'est-à-dire au iniiiiniiini du rapport des

amplitudes fondamcnlales dans les deux mouvements vibratojres

mentionnés. On trouve ainsi, tous calculs faits, --^ = 26'='",7. Si,

maintenant, nous considérons les valeurs de /, qui vont s'écartant de

cette dernière 26'''", 7, les unes tendant vers zéro, les autres gran-

dissant jusqu'à l'infini, d'après ce que nous savons déjà, le rapport r\

augmente et tend, dans les deux cas, vers l'unité. En particulier, on

constate que les valeurs r/('a«o«/.wa///c,'.v de /, (jui donnent au rapport r\

une valeur voisine de l'unité, sont de Tordre du millième de millimètre :

et rûther ambiant (partie proportionnelle au cube de la température absoluede

cet éllier), comparativement à la chaleur emportée ou apportée par la convec-

tion du courant d'air : elle cesserait d'être admissible aux très hautes tempéra-

tures absolues.
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ceci prouve et justifie la remarque faite antérieurement, à savoir

qu'au point de vue de la perceptibilité des sons, le cas d'une tige

courte ne doit pas être envisagé.

Nous su[)poserons donc que l'expérience se fait sur une tige très

longue, et que nous choisissons sa longueur de façon que le terme

fondamental corresponde à un son qui soit à la limite des sons graves

perceptibles, dont la fréquence serait égale à 8, d'a[)rès les expé-

riences de Savart. Pour une longueur de 200'" (/ = 2. 10'), on trouve

une fréquence fondamentale «, = — = 8,55, et pour les quan-

tités a,, p,, les valeurs

a, = — = I ,57 .
10-*,

1
•

1 r . I*^ • 1
/f '

en tenant compte des expressions de h- = 7=; et de
t"
= — -•

Examinons, en premier lieu, le cas où la tige est libi-e aux extré-

mités et, à l'instant initial, chauffée uniformément à 200°. On
aura, en désignant par A^ l'amplitude fondamentale dans le mouve-

ment d'origine calorifique, par A,„ l'amplitude fondamentale dans

le mouvement d'origine mécanique,

or, vu la formule (So), on a

71-

d'oi'i l'on déduit, en effectuant,

En second lieu, si la tige, au lieu d'étif libre, csl fi.r('e au\ exti'é-

mités, et si, de plus, la température itiiliale cpii, tout à riieure, étail

. uniforme, varie suii-ant la loi fix) = mi-c — -
j. il vient, en rcpié-

sentant par \[. ram[)litu(le fondamcntfde dans ce seroud mouvement

I , 09

.

I O"
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d'origine calorifique^

K . ml 3, A 9

t/JO
v'«?-+-Pî '^^"v/^i-p^

Donc, pour un ècarl de 400°, par exemple, entre les extrémités

(AO = 400"),

A..^= ^ A ,„ rr 0"",020.
T^V^Î + Pï

En se basant sur les données de Texpérience (' ), on peut conclure

que les amplitudes de ces deux sortes de mouvements vibratoires,

d'origine calorifique, sont largement suffisantes pour permettre au son

fondamental d'être perçu.

Ainsi donc, à condition toutefois d'opérer sur des tiges très longues,

les vibrations, d'origine calorifique, des deux cas étudiés serontsuscep-

tibles de donner naissance à un son perceptible; ce son sera d'autant

plus grave que la lige est plus longue.

-Nous avons remarqué, au n" 4 de ce paragrapbe, que les amplitudes

fondamentales des deux mouvements vibratoires, d'origine calorifique,

ont même valeur, si, entre Vécart initial AO des températures aux

extrémités de la û^a fixe et la température initiale uniforme 6" de la

tige libre, il existe un rapport égal à t.. Il est donc intéressant de

mentionner qu'en ce qui concerne l'exemple numérique choisi, pour

que le son fondamental, perçu de part et d'autre, ait même intensité,

il faut que l'écart initial des températures aux extrémités de la lige [\\c

soit AO = 7:. 200 = 628°.

{') Parmi les plivsiciens qui, en ces derniers temps, onl rectierché l'ampli-

tude iiiinima que devait avoir un son de hauteur donnée pour pouvoir être

perçu, on peut citer :

WiEN, Pliys. Zeilsclir.^ t. IV, 1902, j). 69; Verli. d. d. pliyf:- Ges., i. l\ , 1902,

p. 297. qui a trouvé comme minimum (rainpiilude a du corps vihriint (iirem-

brane de téléphone), pour une fréquence N :

]N = 200, f\oo, Onn, loâo.

fl =r 1,5. id~^, 7.10 ', i,/i.io~", I, 1 . 10 '^ centiui.

OsTMANN, Ver/i. d. (t. /diyx. Ges., t. \', igoS, [i. ,3'|0, qui trouve : sur des iliapii-

sons graves a m o'"'",o-
; élevés a = i,'). 10 * ni i II! ni.



DEUXIEME PARTIE.

LES PLAOUES.

I. — Préliminaires.

1. iVous nous proposons, dans cette seconde Partie, d'étendre à

l'étude thermomécanique des plaques, le mode d'investigation qui

nous a servi pour les tiges.

Les plaques considérées sont, ou homogènes, ou constituées par des

feuillets de nature différente accolés les uns aux autres; nous admet-

trons seulement que tout plan parallèle au feuillet moyen de la

plaque est un plnn de symétrie de contexture. Cette hypothèse nous

permettra d'utiliser un certain nombre de formules et de résultats

établis dans la première Partie, et, en même temps, d'obtenir la solu-

tion du problème à une approximation plus élevée. Sous le nom de

feuillel moyen, nous entendons la surface matérielle, sensiblement

parallèle aux deux faces de la plaque, qui contient les centres de gra-

vité des normales, menées à cette même surface et d'une face à l'autre

dans l'état primitif, les centres dont il s'agit étant déterminés d'après

la supposition que chaque élément des normales ait une masse, par

unité de longueur, égale à la valeur du coefficient d'élasticité C(')

sur cet élément.

2. Supposons la plaque divisée en tronçons sensiblement prisma-

tiques, dont chacun, limité par la surface même du corps et par deux

couples de plans parallèles menés normalement à la surface, ait ses

trois dimensions comparables entre elles. Sauf certaines régions peu

étendues, telles que les bords de la plaque, deux tronçons voisins quel-

conques sont généralement dans des conditions physiques presque

(') Ce coefficient C sera défini un peu plus loin.

Journ. de Math. (6° série), tome VU. — Fasc. III, 1911. -JQ
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identiques; on atteint, pat- suite, une première approximation, en

supposant que les six déformations (<), g) et la température ne

varient pas sur toute l'étendue d'une couche parallèle aux bases d'un

tronçon, pris isolément; de plus, l'excellente conductibilité de la

plaque, comparée à celle de l'atmosphère ambiante, assure l'uniformité

de la température le long d'une perpendiculaire quelconque aux bases

du tronçon considéré. La conclusion de notre analyse sera donc : En

tous les points d'un tronçon quelconque, pris isolément, la tempé-

lature est la même.

Ainsi, nous pourrons étendre aux plaques le procédé, déjà employé

pour les tiges, qui consiste à appliquer, pour l'étude de l'équilibre et

du mouvement d'un tronçon à l'instant t, les équations o/r/maire^ de

l'élasticité, en comptant les déplacements et les déformations à partir

de l'état naturel relatif à la température effective.

5. Soit un tronçon quelconque dans son état primitif qui, par défi-

nition, sera Vétal naturel cor?-espondanl à la température 0, en dési-

gnant par la température à l'instant/; l'origine des axes se trouve

au centre de gravité, le plan local des yz se confond avec le feuillet

moyen du tronçon, la perpendiculaire à ce feuillet mené par le centre

de gravité est choisie comme axe des x.

Nous négligerons d'abord, pour simplifier notre étude, les actions

extérieures directement appliquées aux bases du tronçon et à sa masse

(y compris l'inertie dans le cas d'un équilibre dynamique); car celles-

ci sont très faibles vis-à-vis des forces qui agissent sur le reste du corps

et dont l'ensemble donne lieu aux réactions intérieures N, T.

En vertu de celte simplification et vu le système d'axes choisis, les

équations indéfinies du problème seront :

,/l\^ fJT. dTy <n. r/.\, dJ^ djy dT^ flflN^

^
d.r dy (Iz d.r dy dz dx dy dz

les équations définies, spéciales à chacune des deux bases du tronçon,

étant

(52) N^=o, T;=o, Tj,= o.

I" Envisageons le problème à \\\w pn-mièrc approximation, c'est-à-
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dire, supposons qu'on ait

d{y,z) 'l{Y,z)

les équations indéfinies (5i) se réduisent et deviennent respec-

tivement
dN^ (/T. dTy

d.r dx do:

Ces dernières, combinées avec les équations aux limites (52), admettent

les seules solutions N^ ^ T. = T^. = o.

Ainsi donc, à une première approximation^ deux feuillets conti-

gus quelconques d'un tronçon de plaque n'exercent entre eux aucune

action réciproque.

1° Passons au cas d'une seconde approximation, cest-à-dire faisons

les hypothèses suivantes :

^ d(y,z) ~ '
( dy\ dr dz, rf;' )

- °'

expriiuanl que les quantités (t>^, à,, <>;, g^), au lieu de rester sensible-

ment les mêmes, varient linéairement d'un tronçon à lautre, ce qui

peut être regardé comme presque rigoureux. Chaque feuillet du tron-

çon étant d'ailleurs homogène dans toute son étendue, il en résulte, vu

les formules (6), auxquelles satisfont les réactions intérieures X, T,

lorsqu'il existe un plan de symétrie de contexture, que les rela-

tions (53) reviennent à poser

^(T,-,T,) dH\,.\..\,,T^)
("-^^

d{y,z)
"^°'

(dy\dydz,dz^) -°-

Dès lors, le système de valeurs vérifiant tant les équations indé-

finies ( 5i) que les conditions aux limites (02) sera

^ '
-^

(>{?':) (dy\dyds,dz^)

Donc, à une seconde approximation, l'action mutuelle de deux-

feuillets contigus de la plaque se réduit à ses deux composantes

tangentielles T,, T., ou n'a pas de composante normale sensible X^.
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i. Ce qui précède nous permet de démontrer la linéarité àes défor-

mations 0^, d-, gj..

Admettons en effet le système d'égalités (53) qui traduisent les

données du problème au second degré d'approximation; puis, dans

les quatre équations de ce système, remplaçons »,, g. par leurs

valeurs respectives -r- -f- ~, -r- -+- -r-- De la nous tirons aisément, en1^ dz dx dr dx '

ajoutant les deux résultats qui renferment le terme
'

-, les trois re-

lations suivantes :

,£,-. ddy d-l dd- d-1 dgx (7-c

^ ' 'ZF~'~dy-' 'd7''~7n'-' ~dJ -^'^lyTTz'

Remarquons que les seconds membres de celles-ci sont continus

quand x varie; car le déplacement ç a d'égales valeurs pour deux

feuillets contigusdu tronçon, même hétérogènes, et par suite les déri-

lées de ces valeurs en y et z sont aussi égales. Si maintenant nous

dérivons les équations (56) par rapport à a;, nous constatons que les

seconds membres ainsi différentiés donnent zéro pour résultat; car,

d^d
d'après les égalités (53), on a , , ,

j"—-j-^ = o. Nous pouvons donc
' ° \ /' (dy-, dydz,dz-) ^

dans les équations (50) remplacer \ par Hj, en appelant ;„ le dépla-

cement transversal ; pour le feuillet moyen. Désignons en outre par

d".. d", gl. les valeurs des déforma tions(},., d., g^-, sur le même feuillet;

les équations (5G) multipliées par dx, puis intégrées, donneront :

(5;) J,=<^r--^S' O.^ôt-x'^'^'' »
"^'^'^o

Ainsi, les dé/oi-malions ây, â^. g_j.. éprouvées par les feuillets dans

les sens parallèles à leurs plans, varient linéairement le long d'une

normale à la plaque.

II. — Expressions des efiForts tangentiels et tranchants,

des couples de flexion et de torsion.

1 . Nous avons vu qu'à une première et même à une seconde approxi-

mation on a Na:=oi on sait, d'autre part, que si l'on admet, outre
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l'existence d'un potentiel p<I>, la symétrie de conlexture relativement

au planyz, les tensions N^., i\^, N., T^. sont les dérivées partielles, par

rapport aux déformations simples correspondantes, d'une forme qua-

dratique en dj;, ày, à-, gj..

Annulant N^. et portant la valeur de (^^, tirée de là, dans les expres-

sions de N,, N;, Tj., on est amené aux relations suivantes, homogènes

en t), , d-, gj. et dans lesquelles figurent seulement six coefficients dis-

tincts :

(58) ' N;: = C(£d,. +/();+£" A'x),

Nous supposerons que le coefficient positif d'élasticité G puisse seul

varier d'un feuillet à l'autre, ou que les coefficients y, y') y", î. s', £"

soient indépendants de x\ cela revient à admettre que, pour d'égales

déformations dy, d-, g^, éprouvées par tous les feuillets (supposés

isolés) dans leurs propres plans, les forces déformatrices N^., N,, T^,

conservent, chez tous, les mêmes rapports. Nous continuerons égale-

ment à négliger l'influence de la température sur les coefficients tl'élas-

ticité.

Substituons, dans les expressions (58) de N^., N., T^, les valeurs de

(^)j <^:i gx définies par les équations (57), et posons, pour abréger :
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2. Cela posé, proposons-nous d'évaluer les actions totales exercées,

par unité de longueur, à travers deux sections faites dans la plaque

suivant deux surfaces matérielles qui, à l'état primitif, coïncident res-

pectivement avec les plans des xz et des xy. Sur chaque élément plan

de la bande des xz, il n'existe, du moins à une première approxima-

tion, que deux forces, l'une normale \>, l'autre tangenlielle T^. Xous

aurons donc, en effectuant la sommation des tensions normales N,,,

/ i\, c^x r= / C(«°— scny)clx =: «° 1 C djc— riy
I
Cxdx,

h étant l'épaisseur de la plaque au point considéré.

Or la seconde partie de cette somme est nulle; car le feuillet moyen

se confondant, à l'état primitif, avec le plan des j^r, on a / Cxdx =^ o.

Par suite la réduction des forces \, donnera lieu :

i''A une traction résultante, appliquée au centre de gravité de la

bande et dirigée suivant O^. qui aura pour expression

0X> ,= «
°. / C dj- =^ C hn y.

en appelant C' la valeur moyenne du coefficient d'élasticité C le long

d'une perpendiculaire aux faces de la plaque ;

2" A un couple, normal à l'axe des :^. qui équivaut à l'ensemble des

forces — (> «,a-*f/.r et dont le moment, compté positivement en tour-

nant de O^ vers Ox-, sera

Ce -^ C"A3

'J/. '2

le coefficient C" étant défini par l'égalité = / Cx^dx-

, .

"* ^''

Un raisonnement analogue s'applique à la sommation des forces

tangenlielles Tj., qui donnent après réduction : i" une traction résul-

tante C^; = C7t<^, appliquée au centre de gravité de la bande, mais

ayant la direction Oz; i° un couple normal à 0/ et dont le moment,
C /i'

compté positivement en tournant de O; vers Ox, sera Tj. = fj.-

De même, les forces N., T^., exercées sur la bande desxy, équivalent
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par unité de longueur : i" à deux forces x., =C'///i°, Sx= C7/7^, Tune

normale, l'autre tangentielle, appliquées à son centre de gravité; 2° à

, ,
C"h' C'/i'

,
.

,
.

deux couples v^ ^ n:i'^x^ 'xi ^lui se trouvent, le premier,

normal à Oy, le second, normal à ():.

3. Les résultantes x^., dL-, e^, dont les lignes d'action sont dans le

plan desy^, c'est-à-dire dans le plan qui coïncide primitivement avec

le feuillet moyen, sont appelées efforts tangentiels; elles provoquent

les déformations d"^, O", g^, éprouvées par le feuillet moyen du tronçon

dans des sens parallèles à sa position primitive.

Les couples v^, v- perpendiculaires aux intersections respectives des

deux bandes par le feuillet moyen, ont reçu le nom de couples de

flexion; les deux autres, agissant dans le plan même des bandes et

dont la valeur commune est sensiblement Tj., celui de couples de tor-

sion. Ces divers couples ont pour effet d'incurver le feuillet moyen,
. , cP^ l

supposé primitivement plan, et les quantités „

"° —^x qui figu-

rent dans l'expression de /i^, n-, t^, et par suite dans celle de v^., v-, t^;,

caractérisent la courbure prise, après déformation, par le feuillet

moyen au point considéré.

La sommation des forces T^, T,, qui ne peuvent pas être négligées

à une seconde approximation, introduit deux résultantes §y, ef;, appe-

lées efforts tranchants et dont les valeurs respectives, rapportées à

l'unité de longueurdesbandes, sont,pourlal)andedesx-;,?^,= / T-dx\

pour celle des xy, #, = / T^dx.

III. — Équations de l'équilibre et du mouvement
d'un tronçon de plaque dans le cas réel.

1. Pour arriver aux conclusions qui précèdent, nous avons dû sup-

poser, d'une part, qu'à l'intérieur du tronçon considéré la constitution

et l'état de la matière ne variaient pas, ou, du moins, ne variaient que

linéairement le long d'une couche quelconque parallèle au feuillet

moyen; d'autre part, que la masse elles bases du tronçon étaient libres



3o4 TH. A>>YCKE.

de toute action extérieure. Or, il est évident que, pratiquement, ces

conditions ne sont jamais réalisées. iNous pourrons néanmoins appli-

quer à l'étude du cas réel les formules déjà obtenues, pourvu que

l'épaisseur de la plaque soit une fraction assez petite de ses autres

dimensions. En effet, à cause de la continuité, les expressions des

forces et couples (x, 5, v, t) ne pourront pas différer notablement

de ce qu'elles étaient dans le cas idéal précédemment envisagé; de

même, les efTorts tranchants ,f^ , #., nuls à une première approximation,

auront toujours des valeurs faibles, comparées à celles des forces

(X, e) ou du moins à leurs composantes.

2. Limitons notre étude au cas d'une plaque primitivement plane et

peu déformée; le feuillet moyen, dans son état d'équilibre primitif,

étant choisi comme plan général des yz, construisons en un point

dont les coordonnées pi-imitivcs sont y, z, un prisme élémentaire

ayant pour hauteur, l'épaisseur Ii de la plaque, et pour section nor-

male, un rectangle infiniment petit dy dz du feuillet moyen.

Les axes locaux^ rapportés à Vétal pi-iniitif à\.\ tronçon, c'est-à-dire

à Vélat naturel correspondanl à la (einpcralure 0, sont : Ox, la per-

pendiculaire au feuillet moyen; OyelO:;, les deux fibres rectangu-

laires dy, dz, situées dans le même feuillet.

Après déformation. le point matériel (y, z) d'où partent les fibres

dy, dz, a subi de petits déplacements ^^, /]„, Z„
;
par suite, les éléments

rectilignes dy, dz auront pour projections respectives, sur les axes

locaux de coordonnées, le premier, -r^ r/v,
(

i -H -r^'l l'A', -r^V/r; le

j r/co / '•/On / / ,
'-IZ„\ j

second, -j-dz, -j-dz, i -^-i-) "-•
az (iz \ il: I

De là on déduit les cosinus direcleuis des libres qui, [)iimilivement,

se confondaient avec les axes locaux. (]es cosinus sont : pour léléiiu'iit

dy, -T^i I , -T-; pour I élément Oz, -p, -rr, i
;
pour une |»ei pi'udiculaire

au feuillet moyen, i ,
— -7^% ^°-

5. Cela posé, passons en revue les forces qui agissent sur le filet de

matière ainsi construit :

1° Les forces ex/er/V,'w/'e.y; si l'on désigne par p la deiisllé au [loiiit
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considéré, par \. Y, Z, les composaiito? de l'action extérieure, rap-

portée à l'unité de masse, les forces extérieures appliquées au tronçon

ont pour expressions ph\dydz, phY dydz, p/iZdy dz.

2" Les forces intérieures {dX^, E, i)\ pour la face hdz, les résultantes

des actiolis déformatrices sont sensiblement — iydz, — 3^ydz,— îl^dz^

de même, pour la face hdy^ elles sont —§,dy^ —(Ej.dy, — a^.dy.

Quant aux forces (x, S, ?; qui s'exercent sur les faces opposées aux

précédentes, leurs expressions sont pareilles, mais changées de signe et

augmentées de leurs différentielles par rapport a y ou par rapport à r.

Il est clair que le raisonnement, que nous venons de tenir pour les

forces (3b, C, -f), s'étend naturellement aux couples (v, -:), agissant

sur les quatre faces du prisme.

Remarquons de suite que, dans l'application, qui sera faite ulté-

rieurement, des théorèmes des quantitésde mouvement etdes moments

par rapport aux axes locaux de coordonnées, il faudra multiplier les

différentes expressions des (iX,, c, -•*, v, t), par les petits cosinus -r^,

-^, •••et parleurs dérivées. Nous négligerons alors, devantles dérivées

(-^,i5,,K j.
I produits, par ces petits cosinus et leurs dérivées, soit

diy,::-)
'

, . ,

des forces (.)(:,,£) qui sont de l'ordre des petites déformations c)", àl,gl,

soit des couples (v, ~') qui sont de l'ordre des faibles courbures

——;— Nous pourrons opérer de même, et à fortiori, pour les
{dy-. dy dz, dz'-) ^ ^ '

' ^

produits des efforts tranchants ?',,?;, par les mêmes quantités; car

ceux-ci, nuls à une première approximation, seront toujours très infé-

rieurs aux forces (Ot-, c).

i. Appliquons au tronçon ou lilet le théorème des quantités de mou-

vement, par rapport aux axes Oy, Or, O x\ nous sommes conduits

aux équations suivantes :

(6.)

(62)
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L'équation (62) développée peut s'écrire

T^ , /d-^Z. dSJ\ l'dQix d^Z.\ ,
,

,^-
Kemplaçant ( —T7- 4-

-73- j> ( -j i--77^)>par les valeurs — p//i

,

— pAZ, tirées de (61), nous introduirons dans l'équation précédente

la somme suivante p/«(X — Y-^ — Z -^j. qui représente la projection

totale, sur la normale au feuillet moyen, de l'action extérieure rappor-

tée à l'unité de surface de celui-ci; or, cette somme pouvant être géné-

ralement confondue avec oh\, l'équation (63) deviendra

o. Il reste, pour déterminer ^,, 7-, à appliquer aux forces et aux

couples qui sollicitent le tronçon, le théorème des moments par rap-

port aux axes Oy et O -.

A une première approximation, nous pouvons ici faire al)straction :

1° Des actions extérieures exercées sur le lilet; celles-ci, en effet,

n'auront que leurs composantes parallèles au feuillet moyen, dont les

bras de levier soient sensibles, et ces composantes, en tout de l'ordre

du produit dyclz^ ne donneront que des moments totaux négligeables

si elles se trouvent distribuées à peu près pareillement de part et

d'autre du feuillet moyen
;

2" Des tensions déformatrices (x, (?); car celles-ci, dune [lart. riant

pour ciiaciue face de l'ordre de dy ou de dz, d'autre part, étant tan-

gentes au feuillet moyen, et, par suite, passant à des distances infini-

ment petites du second ordre, sinon même nulles, des axes O^ et O-,

ne sont pas susceptibles de donner lieu à des moments appréciables.

Seuls doivent donc entrer en ligne de compte les couples (v, t), et

leurs différentielles en^' et -, ainsi (jue les efforts tranchants .7,, i..

Dès lors, par l'application du théorème des moments relativement

aux axes 0_y et O-, nous obtenons les écpia t ions (]ui (léterminent,7_, et^^:

/,.-> -- / dr-c c/v- V ^ /d-jy d-:-r
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En subslituanl dans Téqualion (()-i) les valeurs trouvi'-cs pour -T,

et £?j, cette dernière s'écrit

(66)
\ dy- dy dz dz-

V^'-d^

6. Les équations (6i) et (66) conviennent à X'équilibre d'un tron-

çon de plac[ue. Les deux égalités (6i), dans lescjuelles on portera les

valeurs de X^, X^, C^;, connues en fonclion de «", «", /", ou encore,

eu égard aux formules (Sc)), en fonction de (9° ^ -ry ' 'J" =: -rr

>

o-° =z -^ + -p, réti'issenl l'équilibre à''exlension ou de contraction de

la plaque; elles permettent de calculer les déplacements •/]„, "Co; éprou-

vés par le feuillet moyen dans les sens des coordonnées, y, :;, paral-

lèles à son plan primitif.

La relation (66), dans laquelle les (v, -z) auront été égalemeni rem-

placés par leurs valeurs en fonclion de //,, n., 1^.. ou de . , ,

^°—-r^.tri M .) J7 (dy'^dydz,dz-)

fera connaître la courbure prise, après déformation, par le feuillet

moyen de la plaque au point considéré.

Remarquons en outre que si, dans les é(jualions précitées, on vient

à introduire les composantes de la force (Vinertie. on obtiendra les

écjuations du mouvement, soit langentiel, soit transversal, des

plaques.

IV. — Introduction de la température 5 dans les équations.

1. Pour des raisons identiques à celles données antérieurement,

lorsqu'il s'agissait d'un tronçon de tige (?'o//- première Partie, § VI, n" 1),

nous prendrons, comme terme de comparaison, Vctaf naturel relatif

à la température spéciale = o. Or, on connaît, par les égalités (28),

les relations qui existent entre les déforma tions(d', ij-'V'ouqitécs à partir

Aq V état naturel relatif à la température = o, les déformations

((J, g) comptées à partir de Vélat naturel correspondant à une tem-

pérature quelconque , et les déformations purement thermiques
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qui sont ici simplement, dans Tliypotlièse dun plan de symétrie de

contexlure, (D^, D,, D^, G^) 0.

On a vu d'autre part, également à propos des tiges, que, si l'on

admet à toute température 6 un étal naturel ou sans tension pour

U ensemble du tronçon, ce que nous supposons ici, les déformations

purement thermiques doivent satisfaire aux conditions (29). Celles-ci,

dans le cas d'une première approximation, donnent

d-r-
'

dx-
'

dx"-

De là il résulte <|ue, le coefficient D_j., n'ayant aucune relation à véri-

fier, pourra varier, d'une manière quelconque, en passant d'une

couche parallèle à la suivante; au contraire, les coefficients D,, D-, G,,,

seront, au plus, àçi^ fonctions linéaires de la petite coordonnée trans-

versale ./;, c'est-à-dire que leur expression la plus générale sera

(67) D, = D;' — £^-. D.= Dl'— £'x. G;r=GJ— 2£"x.

Les coefficients D°., D", G", se rapportent au feuillet moyen; quant

aux facteurs 2, S', S", ils seront constants pour un même tronçon,

mais varieront généralement d'un tronçon à l'autre.

Remarquons que, pour toutes les valeurs de D,., D,, G^, autres que

celles définies parles équations (G- ), il existera hien à la température

un état naturel ou sans tension pour chaque particule imperceptible

du tronçon, prise isolément et supposée soustraite à toute pression;

mais cet état naturel ne sera pas réalisé dans l'ensemble du tronçon,

autrement dit, toutes ces particules, après avoir éprouvé chacune ses

dilatations thermiques, ne pourrontpasreconstituer le tronçon co/«////a

par simple soudure ou sans faire naître des réactions intérieures.

*1. Les déplacements et les déformations étant maintenant comptés

à partir de Vétat naturel relatif à la température spéciale = o, il

reste à voir comment la leuipérature ligure dans l'expression des ell'orls

tangenliels, des couples de flexion et de torsion, des eflorts tranchants.

1" Efforts lani^entieis. — Ils sont donnés par les formules sui-

vantes :
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Le premier groupe des équations (Sg) détermine les quantités n", «", /".

Dès lors, si nous y remplaçons les (d", g") par leurs valeurs con-

nues en fonction des Çd'", g'"') et- des (D", G°)0, nous obtiendrons une

première série de coefficients «'^, «'", T",, qui se déduisent des expres-

sions de «", «", /"., en substituant aux {d", g") les (d'", g'^) etdemème
une seconde série de coefficients n^, n"", /^', qui seront le résultat de

la substitution des (D", G") aux (<)", g'^). En définitive, nous pourrons

écrire :

(68) .)b,-=c'/i(/i ;» — «';'' 9), oî,.= C' /((«'-" — «;» 9), Gx=:C'/i{Ç' — t"^0).

Les efforts tangentiels (s^. G) dépendent donc liiiéaii'ement de la

température, du moins, pour des écarts modérés de 0.

1° Couples de flexion et de toi'sioit. — Les relations (07) qui

démontrent la linéarité des déformations <?,, à-, g^, ont été établies,

en admettant la graduelle variation des déformations dans les sens

parallèles au feuille/ moyen de la plaque. Or, il estclair que ce prin-

cipe, d'après lequel les déformations varient, en général, incompa-

rablement plus vite dans les sens transversaux que dans les sens tan-

gentiels, s'applique tant aux déformations complètes ou comptées à

partir de l'état naturel relatif à la température spéciale = o, qu'à

celles qui sont purement mécaniques. Par conséquent, nous pourrons

écrire, en introduisant les déplacements S', rj', t' , comptés à partir du

même état primitif =: o,

' ~ ' '' dy-^ -~
•

'
dz"-'

Sx—ox, "^-^ fiydz

Occupons-nous de l'une de ces formules, la première, par exemple.

On sait, vu les relations (28), que d^ = rJ^. — D^ ; on aura, par

suite,

dy'

Or, en vertu des égalités ('J7), on a 1)^=D" — 2x'; il vient donc

pour ôy :

Par identification de cette dernière relation avec la première du



3lO TH. ANNYCKE.

système (5-), qui définit précisément dy on est amené à conclure que

dy- ~ dy"- ^ '

Un raisonnement identique établirait que

dz- dz-
' dy dz dy dz

Cela posé, puisque les couples de flexion et de torsion v,, v., Tj.

sont des fonctions linéaires et homogènes des dérivées secondes

—r-„—T-^,—r^-' il est facile de se rendre compte qu'en remplaçant ces
(dy-, dy dz, dz-) ri r

dérivées par les valeurs trouvées, on obtiendra, pour définir les

couples (v, t), les formules suivantes :

(69) v,=— («;-<5), v.= ^-^(«'.-«:5), T^.= 2!:^(i;_;;5).
\ »/ .' 12 ' -'

" 12 12

Dans ces formules, les coefficients «',, //^, /,., et de même les suivants

n, ri,, /^, se déduisent de l'expression des coefficients correspon-

dants n,., n-, tj-, déterminés par le second groupe d'égalités du

système (.^9), les premiers, en remplaçant ?„ par ç^, les seconds, en

remplaçant les dérivées secondes -—j-z—,
.,^''

,

—v-r par 2, S', Z".
'^ (dy^,dz-, dy dz) ^ ' '

Nous voyons donc que si 3, 3', 3" sont««/^ (c'est le cas de Vhomo-

généité thermique des couches primitivement parallèles au feuillet

moyen), les facteurs n"^, ni, t], sont nuls également et par suite la

température n'influe pas sur les couples de flexion et de torsion.

Au contraire, si 3, 3', S" sont di/férenls de zéro, ce qui revient

à supposer que les coefficients de dilatation thermique des couches

considérées tmrient dans le sens de l'épaisseur de la plaque, les

facteurs li' , rï., C'^ n'étant pas nuls, la température intervient dans

l'expression des couples et la modifie proportionnellement à l'écart 0.

3° Efforts tranchants. — Les eflorts tranchants #,, #., nuls dans

le mode de déformation lype^ ont, dans les modes réels, leurs petites

valeurs liées aux couples (v, t) par les égalités (65). Donc ils dépen-

dent de la température dans la mesure où ces couples eux-mêmes en

dépendront.
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3. Essayons de mettre en évidence le rôle joué par la température

dans le mouvement, soit tangentiel, soit transversal, des plaques.

1° Mouvement tangentiel. — Les équations (6i) dans lesquelles

on aura introduit les composantes, suivant les y et les z, de la force

d'inertie régissent le mouvement tangentiel des plaques. Il suffit

d'y remplacer aïi^, 5t-;, C^., par leurs valeurs tirées des formules (68)

pour constater immédiatement que le mouvement tangentiel est

fonction de la température f).

2° Mouvement transversal. — De même, en introduisant dans

l'équation (66) la composante, suivant les a:, de la force d'inertie, on

obtient la loi qui régit les vibrations transversales. L'équation (66;,

ainsi complète, se simplifie même, du moins lorsque les plaques consi-

dérées ont une certaine épaisseur; car alors les produits de Jt.^., at,., î^^,

par les dérivées secondes de E,,, sont insensibles et il reste

(70)

Celte dernière équation nous apprend que, si les couples de flexion

et de torsion (v,':) ne dépendent pas de la température (c'est le cas

de l'homogénéité thermique des coucbes primitivement parallèles au

feuillet moyen), celle-ci n'injlue pas sur le mouvement transversal. Le

contraire a lieu lorsque les couples considérés sonl fonction de 0.

V. — Équations du mouvement des plaques homogènes et isotropes.

1. Voyons ce que deviennent, dans le cas présent, les coeflicients

C, y, y', y", £, t\ t" des égalités (58) qui 'définissent les réactions

intérieures N^, ÎN^, T^.

Partant des expressions bien connues des six tensions déforma-

trices (N,T), dans le cas d'un milieu homogène et isotrope, il suffît

d'annuler ^'^, d'en tirer la valeur de d^ en fonction de <J,., J-, puis de

transporter celle-ci dans les expressions de i\, N.. En procédant par

identification, on trouvera, pour les coefficients mentionnés, les

, • r^ , 4 ( >• -I- 1^ ) " 2 p.}.

valeurs suivantes : L = i
, y = y = u. -^^^^ ' Y = [J-, ^ =

F+Tf!'
£'^ £."= O.
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Ensuite, vu riioniogénéité de la plaque, on a C^G'^C" = i,

S^3'=£" = o; et d'autre part, en vertu de son isotropie, nous

aurons D, = Di= D, Gj,= G.

11 viendra donc finalement, comme expression des forces (oî,, c) et

des couples (v, t), en posant, pour abréger, ^—~~" = « :

(>) 3b,= /ifjL[«((^,.-t-d,) _2(J,— 2(a — i)D6],

^^ dy dz

où A désigne le symbole opératoire y^ + -j^-

2. On peut dès lors former des équations indéfinies du mouve-

ment :

1° Celles du mouvement langenticl. en portant les valeurs de X,.

Ot-, Ga; dans les équations (6i), ce qui donne

2" Celles du moia'cnient transversal, en portant les valeurs de v,,

v^, -^ dans l'équation (70); d'où il vient

(7

(72)

5. Cherchons les conditions définies aux limites, correspondantes,

en supposant que les seulfes pressions extérieures qui s'exercent sur la

plaque sont des pressions appliquées exclusivement sur ses bords, (^es

conditions, spéciales au contour, sont au nombre de quatre et revien-

nent à dire que l'action totale extérieure, exercée sur une bande du

cylindre contournant la plaque, comprise entre deux génératrices

infiniment voisines, équivaut statiquement à trois forces dirigées

(') Jusqu'ici nous avions alTeclé de l'indice o tout ce qui se rapporlail au

feuillet moyen; comme iuicune confusion n'est possible, nous le supprimerons

dorénavant.
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suivant les axes locaux et à un couple perpendiculaire au contour. En

ell'et, menons, par un point quelconque de l'une des génératrices

considérées, trois axes rectangulaires tels que le premier soit normal

au cylindre et le second dans le sens de la largeur ds de la bande; et

prenons les composantes totales et les moments totaux, par rapport

à ces axes, des forces extérieures appliquées à la bande. Le dernier

des trois moments est de Tordre de </.s'-, c'est-à-dire négligeable; par

suite, ces forces équivalent staliquement à trois composantes P„r/.s,

\*sds^ V^ds, appliquées respectivement le long des trois axes, à un

couple M^rf.s normal à rélémcnl ds du contour de la plaque, et à un

second couple, — M,, ds. Ce dernier, résultant de forces tangenlielles

parallèles à ds, peut être remplacé staliquement par un couple formé

de deux forces normales au feuillet moyen de la plaque et agissant aux

extrémités du bras de levier ds. Ces deux l'oi'ces, au commencement

et à l'extrémité de ds, seront M„ et — M„ ; sur rélémcnl ds qui suit, ces

deux forces seront remplacées par M„+ —r^ds et — M„— —r^ds.

Donc au point de séparation des deux éléments ds, on a les deux

forces — M„ et M„ H

—

jT^'^* qui, à cause de la solidarité des bandes,

se fondent en une résultante éfrale à -^ds. Cette résultante se joint à
^ ils

•'

la force Y'^ds qui est de même sens, et de la sorte l'acliou totale,

exercée sur une bande du cylindre contournant, sera bien réduite

staliquement, par unité de longueur du contour, aux trois compo-

santes P„, Pj, \\. -+- '—— et au couple M,, normal au contour.

Cela posé, appelons, par unité de surface, /j,,//;,/j^, les composantes

de l'action extérieure exercée sur un élément du contour et p,,, ps, les

composantes de la même action suivant la normale et la tangente au

contour. Soit a l'angle de la normale extérieure avec O y; des formules

connues de la théorie de l'élasticité donnent

p, — NyCOsx-hTjc^ii\a, /j-z=Tj.c(t^c(- N^sina, /j.r= T; cosx + T, sina,

et il est d'ailleurs aisé de voir que

/'«= Py coscz -h p- sine. — N, cos'a + N; sin-a + 2Tj. sinacosa,

/>s z=— j]y sin j: -i- />z cosac == — (N, — X;) siii a cosa -+- Tj(cos"-a — sin-a).

Jutirn. de Math. (G- série), loiiie VU. — lusc. III, i<iii. \^
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De là on dédiiif

P„ =1 / /(..(^xr:: Db, cos-a + Oî,. sin-st + aPj. sin a cosot,

p., ^ / /^(r/,z-=:— {y^y— Jb.) sinotcosa + fj.(cos-a — sin'a),
• //

Fj. = / »j.rtj-:=j, cosc<+ ,j'-sina=:— —-^ -l -r- cosa + -;
1

—r- si"i«
i

J,/ LV^j ''-/ \'<r ''-/ J

M„ = / /ij.r i/j' = —
[
— {'Jy — V;) si 11 a cosa -;- 7,^.(005- a — sin-a)],

^'
/,

iM( r= 1 j>i,x dx ^rz — (v, cos'a + V; si'n'-a + 2-,. cosa siiia).

Par subslilulion des valeurs trouvées pour X,, 3î.j, F^, v^, v^, t^,

il \ient

, ,, , r . (dn d:\ fdfi r/n

(73) -(-')(^-i-^B.)].

I s = '' M 2 cos sa-; 1
7-

]
— sin icfA- r- ;

\ L \'i^ '('7 V'y ''-"/J

M,, — — —'— >in'2y. -~ ~ — 2 cos la—,—— ;

h^u.V i d-'i d-'i'\ . d'-i a — i .H

(74)

cos

d\\„

Tir
/l'lJ.\d[. (d^l d'I

'l'I
I

''
, ^- \

2 cos 2 a --

—

V- I- (/ -y- ( A ; )
,'

•

r/r //r du
)

i. 11 sul'lll luaiiilcnauL de joindre au\ deux équations (71) les

expressions (-)
) de !*„ et de 1\, ces forces étant des fonctions données

sur le contour, pour obtenir le système (|ui détermine le mouvement

langenliel; et, de même, de joindre à l'équalion indéfinie C/i) les
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expressions (74) également données de M, et de F^-H j^, pour obtenir

le s^-stèmo qui détermine le mouvement trtinsversal. On constate alors

aisément que la température figure dans les équations du premier

système; qu'elle ne paraît pas, au contraire, dans celles du second; et,

par suite, nous sommes amenés à conclure que, |)Our ce qui est des

plaques liomoi^èiies et isotropes, le mouvcnienl laniinnl'u'l est fonc-

tion de la tenipéraluic, celle-ci n'injluanl pas sur le mouvement
Iransicrsal au degré d'approximation auquel nous nous sommes
bornés.
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('oiitiihul'ton à /' optique crisldlliiic

;

Pau m. J. BOUSSIIVESO.

Sommnire. — I. Goinrnirtinii iioîixrlle i\t: la dii rctinii des vilii:ilions, de celle

du rayon lumineux et de la viiesse île ce nivnn, |i(hii- cliacini des deux svslémes

d'ondes planes de diiection dnnnée, propagés dans un cii'-tal lianspareut. —
II. De l'absoiption jiar les eiislaux trnn.ihirides ; équations fondamentales.

—

III. Ondes planes latéralement indéfinies, dans un cristal tianslucide. — IV. Ondes

planes latéralement limitées, dans le même erislal translucide. — \. Fllipsnïde

d'absorption; formes simples du coefjicirnl i/'r.iti/tclion de la lumière dans

le cristal. — VI. Réllexions sur la j;i'andeur nlalive des lonfjneurs d'onde que

supposent nos éiiuatiou- du mouvement de l'élliei- dans les corps.

I. - Construction nouvelle de la direction des vibrations, de

celle du rayon lumineux et de la vitesse de ce rayon, pour

chacun des deux systèmes d'ondes planes de direction

donnée, propagés dans un cristal transparent.

1. On admet oénùialeiiionL que loul erislal Iranspareiil possède

un système d'axes rectangulaires, par i-apport auquel les équations du

mouvement vibratoire de son éllier se réduisent à la forme simple

d- / ; r, r \ , ,. ., dO

It- \a- b- c'-

J

-
'-

<iy.v,y, z)

on^^-f],'^ désignent les trois composantes, suivant les x^y,z, du

déplacement élastique, a, />, c trois certaines vitesses constantes de

propagation, caractéristiques du cristal (et dont les rapports mutuels

ne sont jamais, pratiquement, très diflércnts de l'unité"), A. le sym-

bole opératoire -^ + -^-—h -^i en lin, 0, la dilatalion ctihitiue
' (i.r- (ly- (Iz-

'

dl d-u dl
-^ H 1

-•

ila: cl y dz
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Of il résulte de ces équations, pour régir les ondes planes suscep-

tibles de se propager à rinlérieur du cristal et normales à la direction

de cosinus directeurs donnés a, ^, y, suivant laquelle progressent les

ondes (quand elles sont latéralement indéfinies) : i" l'équation de

Fresnel aux vitesses w de propagation de ces ondes,

ù)- — h'

'1° la doulile proportion suivante, définissant les cosinus directeurs

/, /»', n de la vibration, que nous conviendrons de compter positi-

vement quand elle se fera suivant le sens dont l'angle avec la normale

(a, % y) est aigu,

/'
i)i' II'

(3) -7T:r- = ~Tr^=^^:T:r--
•--b^

2. Cette double proportion entraîne, pour les cosinus directeurs

/|, »/, , //, de la projection de la vibration sur le plan de Tonde,

projection qu'on peut choisir pour définir le plan de la vibration (ou

plan normal à l'onde et contenant la vibration), la double proportion,

un peu plus simple,

/, m. II,

Ka) —^="—3^ = —

T

Cf. ^ /

Nous appellerons, pour Ahvv'^cv, psruilo-vihrdlioii (ou vlbraliou de

Fresnel ) cette projection de la vibration vraie sur le plan de l'onde,

et £ son écart angulaire (toujours petit en réalité) avec elle ( /', ///', //').

Cet écart £ sera donc l'angle aigu de la direction (/,, m\, n\) avec la

direction précédente (/', m', «'), qui lui est évidemment reliée par les

rapports égaux

/' m' II'

a-l, b'iii, c'-n,
(5

Il est le complément (le l'angle des deux direct ions C a. ^, y) et (/',/"; "')î

en sorte qu'on a

(6) sin£ rn 5;/'-4- Ziii'
i
n .

D'autre part, il suit, vu l'équation ( 2 ), des doubles proportions (.'i)
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el (5), la relalion

(7) —;< + T^m'-t- -L/î'—
O,a- b- c-

qui prouve la perpendicularilé de la vibration (7', ni' , //') à la droite

émanée de l'origine et dont les cosinns directeurs a,,
l^,, Yi seraient

proportionnels aux trois quotients 4' z^-'-r^' Comme, dans la réalité, les

rapports mutuels de ces trois quotients ne seront jamais très différents

de ceux de a, [3, y, cette droite, parfaitement déterminée dès que la

normale (a, p, y) l'est elle-même, n'en diffère pas beaucoup et peut

être appelée la pseudo-normale aux ondes. La vibration (/ , ni , n')

est, en quelque sorte, par rapport à elle, rigoureusement transver-

sale, tandis qu'elle est seulement (judsi-transversale par rapport à la

normale vraie (a,
J3, y). Et l'on remarquera que les cosinus direc-

teurs de celle-ci sont reliés aux siens a,, %,^i, par la double pro-

portion

(8) f =
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Or il résulte de celle-ci (lo) cl, de la relation (G) que ce rayon/- se

trouve à la fois perpendiculaire à la vibration (/', m' , h') et situé

dans le plan de celle-ci \ en sorte que, dans ce plan d'ailleurs normal

à l'onde, il fait lui-même l'angle s avec la perpendiculaire co menée de

l'origine sur l'onde (9). Par conséquent, la perpendiculaire w est la

projection, sous l'angle £, du rayon /•, et Ion a

(11) fO=:/-COS- (M.

4. Cela posé, élevons au carré les trois rapports (4), et, les mul-

tipliant ensuite, haut et bas, par w'-— «-, eu- — b-, oj- — t;-, ajoutons-

les terme à terme en tenant compte, au dénominateur, de l'équation

(2)enw. Il viendra, comme on sait, pour évaluer le carré de cette

vitesse co de progression des ondes en fonction linéaire des trois carrés

/,-', m'i", n'^- des cosinus directeurs de la pseudo-vibration, la formule

simple

(12) 60-= rt- /,- + b'-m ','- -h c- n'{

.

Mais la vraie vitesse de propagation du mouvement doit se mesurer

suivant le sens où il se transmet; et elle se trouve exprimée par le

rayon /•, dont l'inverse, élevé au carré, a, d'après (11), la valeur

—V-- On l'obtiendra donc en évaluant le cosinus de l'angle t des deux

directions (/',, m',, //,) et (/', m', n). Or les formules(5) reviennent à

prendre

, ,. , ,s
{a-l l>-in\,c-n\)

(I , /Il
,
ri ) :=

et, par suite,

\/a'/f -t- h' iii'^- -+- c'/(

( a' /',- -+- b-iu ',-
-I- c' «',- )"

L'inverse du carré /"de la vraie vitesse de [)ropagation est donc, vu (13^,

(i3)
a' /,- -h //' //( ,- -+- c' n

I

(') On peut voir, par exemple, pour la démonstralion de toutes les pro|)riélés

rappelées ici, le Tome II de mon Cours de la Sorboiine sur la Tlicoric analvliqiie

de la chaleur^ mise en liariiionie at'ec In T/ie/nior/yiKiniif/iir et avec la lliéorie

mécanique de la lumière, p. 290 à 3oG.
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Il est plus nalurcl de l'exprimer au moyen de la dlreclion vraie

(/, I»', fi') de la vibration, que de sa projection (/',, /«,, //,) sur le

plan de londe. Or le second membre de (i3) est homogène, du

dcgrézéro, en /„ /»,, //, ; et Ton peut y remplacer ces trois cosmos

• n '' '" "il t

directeurs par les trois quantités proi.orliounelles -^^,, ^' ^- H Meni

alors, vu IV-iialité à i de la somme des trois carres /'-, //'", "'\

I
/- ni-

^

"'

Ainsi, l'inverse du carré de la vraie vitesse r de propagation s'ex-

prime linéairement au moyen des trois carrés P, m", n" des cosinus

directeurs de la vibration! ' ).

o. Construisons, avec Fresnel. rdlipsoidc, que nous qualifierons

de direct,

•^' 1" _^ :' — ,

.

et faisons correspondre, à ses points (./;,/, :), ceux (X. ^ ,
Z )

de rd-

lipsoidc i/H'crsr,

(,5j a-\.^ •rl''-\'--hc-ï'^i,

par les relations

(.7) f-«>^-
î-''' î'-^'-

qui donnent l)ien

L'on reconnaît aisément que les deuv demi-diamétres, dils rarrrs-

pondanls, joignant l'origine aux deux points respectifs {x,y, z) et

(M J'avais déjà donné celle formule simple au numéro de mai ^gob^uliulleUn

des Sciences nmlhémaciqaes de M. Darboux, dans un Mémoire nUUuleS,//- /
e.r«-

lence d'un ellipsoïde d'absorplion dans tout cristal translucidr, marne sans

plan de symétrie ni o.re principal, et sur la construction des rayons lunnneu.v

dans les milieux opai/urs [formule (a.j)]-

Joiun. de Math. (*>' série), tome VU. — lasc. 111, 1911. ^
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(X, \, Z), apparlicnnenl, chacun, à la perpendiculaire abaissée de

l'origine sur le plan langent mené à l'exlréniité de l'autre, et qu'ils

ont leur longueur inverse de celle de cette perpendiculaire. En parti-

culier, les directions (-^, -fî'-A ) et (
— , ~A) de la pseudo'tiormalcAWx

\a- h- c-J \a- h- c- ' '

ondes et de la pseudo-vibration sont données par les denii-iliamètres

qui correspondent, dans l'ellipsoïde inverse, aux demi-diamètres de

l'ellipsoïde direct orientes suivant la vraie normale (a, p, y") et suivant

la vraie vibration (/', in\ ii ).

Donc cette dernière ij' , m\ n' ),
par exemple, correspond, dans

l'ellipsoïde direct, à Xa pseudo-vibialiou (l\, ni\^ n\), supposée repré-

sentée en direction par un demi-diamètre de l'ellipsoïde inverse; doù
il suit qu'elle est orientée suivant la normale à l'ellipsoïde inverse,

menée à l'extrémité de ce demi-diamètre. Telle est une première

manière de construire la vraie direction (/', ///, n') de la vibration,

quand on en connaît la psctido-dii-cclion (l\. /ii\, n\).

Cela posé, on sait que l'ellipse d'intersection de l'ellipsoïde inverse

par le plan d'onde diamétial ax- -f- By -t- y^ ^ o a ses demi-axes

dirigés suivant les deux pseudo-vibrations possibles des ondes mêmes,

ou dans les deux plans possibles de la vibration, et inverses de la

vitesse w de propagation de ces ondes suivant leur normale (').

D'autre part, ayant construit la pseudo-normale, par rapport à

laquelle sont transversales les vibrations vraies, menons-lui par l'ori-

gine un plan perpendiculaire. Il est clair que ce plan coupera juste-

ment les deux plans rectangulaires, déjà obtenus, des vibrations, sui-

vant le sens des vibrations vraies : ce (jui fournit une deuxième manière

de construire celles-ci. \'A comme, de plus, les rayons /• se trouveront,

dans ces mêmes plans de vibration, perpendiculaires à la vibration

respective, de même que l'est déjii (hors des plans) la pseudo-normale,

on voit que les deux projections de la pseudo-normale sur ces mêmes
plans de vibration seront précisément, quant à la direction, les

rayons /• correspondants.

iMilin, leurs vitesses de propagation égaleront le demi-diamètre de

l'ellipsoïde direct orienté suivant la vibration ( /', ///' . u' ). lui ell'et, les

(') Voir\t Tome 11, cilé ci-dessus, p. 4 '8.
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coordonnées ':,/, ~- 'li' rexlrriiiitr du demi-diiunèlrc en queslioii

auront, en ap[)elant /• celui-ci, les valeurs //', //»', /•//',• et l'équa-

lion (i ")) de l'ellipsoïde direct donnera imniédiatemenl, pour y déter-

miner /•, la formule (\-\), qui exprime déjà l'inverse du carré /• de la

vraie vitesse de propagation.

6. On voit comment l'adjonction de la pseudo-normale et de

rellipsoïde direct à l'ellipsoïde inverse permet de construire, dans un

milieu homogène et transparent quelconque, tous les éléments essen-

tiels caractérisant un système d'ondes planes latéralement limitées,

c'est-à-dire un pinceau de lumière parallèle, un rayon lumineux^ et

cela, sans recourir à l'onde courbe de Frcsncl, enveloppe des ondes

planes de toute direction, passées simultanément par l'origine des

coordonnées. Cette onde courbe, du quatrième degré, et la construc-

tion d'Huygens où elle intervient, ne deviendraient indispensables,

que s'il s'agissait d'obtenir, à la surface séparative de deux milieux

homogènes transparents, tant les quatre systèmes d'ondes planes, deux

réfléchis et deux réfractés, que les rayons correspondants, auxquels

donne naissance soit un système défini d'ondes planes incidentes, soit

le rayon incident qui le représente.

II. — De l'absorption par les cristaux translucides;

équations fondamentales.

7. Nous appellerons translucide un corps qui se comportera sen-

siblement comme un milieu transparent dans des étendues de dimen-

sions comparables aux longueurs d'ondulation, ou même aux largeurs

ordinaires des ondes planes latéralement limitées (^rayons ou pinceaux

de lumière parallèle se propageant sans phénomènes de difl'raclion

perceptibles), mais fpii, cependant, après des parcours de cjuchpies

milliers de longueurs d'onde, aura produit une assez notable réduction

de l'amplitude des mouvements. On pourra donc y calculerla réflexion

et la réfraction, à la surface d'entrée des radiations, et le chemine-

ment des ondes à l'intérieur sous des épaisseurs de quelques longueurs

d'onde, comme s'il était transparent. Mais il faudra, sous les épais-

seurs beaucoup plus grandes, y tenir compte du lent décroissement

des amplitudes.
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8. Ce décioisseincnt s'expli(|iiera, d'une manière simple, en admet-

tant que l'étlier éprouve, à vil)rer dans les milieux dont il s'agit,

de très petites résistances fonctions linéaires des composantes

—

'' " '

de la vitesse. Au contraire, les résistances compatibles avec la trans-

parence, ou qui diderencient essentiellement les petits mouvements

élastiques de l'étlierau milieu duquel baignent, disséminées çà et là,

les molécules massives d'un corps, d'avec ces mouvements dans le

même éther mais non entrecoupé de molécules pondérables, ou lihre^

sont fonctions linéaires des accélérations —'^

' ., '

"

> c'est-à-dire du
ai-

genre de celles qu'opposeraient, aux mouvements d'ensemble d'un

liquide par/ai/, de Y>(ilils solides, immergés, dans un tel liquide, à

d'assez grandes distances relatives les uns des autres ('), résistances

qu'avait déjà constatées du Bual dans les petites oscillations d'un

pendule court. Quand le liquide est imparfait, ou à frottements inté-

rieurs, il s'adjoint à cette résistance, du moins lorsque les mouvements

considérés sont à peu près pendulaires, celles, plus connues, qui sont

fonction linéaire des vitesses, avec coefficients largement dépen-

dants de la période; et, en outre, les coefficients des résistances pré-

cédentes (fonction de l'accélération) éprouvent des ciiangements dé-

pendant aussi de la période, mais qui tendent verszéro avec celle-ci (-).

Si l'on accepte cette analogie bydrodynamique pour les résistances

qu'éprouve à vibrer l'éthcr, de la part de la matière pondérable, l'on

conçoit que, vu l'excessive brièveté des périodes lumineuses, de tels

changements dans les coefficients passent inaperçus, comparativement

à la partie principale, sensiblement constante, des mêmes coefficients.

El comme de plus, dans la question bydrodynamique, les résistances

fonction de la vitesse deviennent relativement peu iniluentes lors des

très courtes vibrations, l'on s'explique qu'il y ait tant de coips soit

transparents, soit au moins translucides, ou (piil soit le plus souvent

possible de négliger, en opti(|ue, ces résistances, à nue picmiêre

approximation.

(') Voir le Tome II, cilé ci-dessus, de mon Cours de Physûiue malhéma-
lii/iie, p. .>o6 à '. 1

1

.

(-) Même Tome II, p. î'^x et ''.(Ji. Oiins les iiiou\ emoiils non pendulaires, la

résistance due anx fiotlernents inlérienis est liien |)lus ci)mj)li(|uée encore

(même 'l'ome II, p. 238).
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î). La résislaiice principale ipit-prouvera liinité de volume

d'élher, à vibrer dans un corps, s'exprimera donc, suivant les trois

axes respectifs des j?, y, z, par trois trinômes linéaires en -T-i> -y-^j

-t4' dérivées secondes que nous écrirons simplement E", r/', L". Or l'ana-

logie admise avec la résistance opposée par des solides à un liquide

parfait conduit à prendre pour ces trinômes les trois dérivées par-

tielles respectives, par rapport à ;", r^ ", C, d'un même sexlinome homo-

gène du second degré en ç", r,", C", où les trois coefficients afTectant

les carrés ^"-, r]"-,
"("- sont, seuls, essentiellement négatifs. D'ailleurs,

dans les changements d'axes coordonnés rectangulaires, cesextinome,

exprimé au moyen des composantes d'accélération suivant les nou-

veaux axes, lesquelles se transforment comme des coordonnées, four-

nira encore, par ses trois dérivées partielles relatives aux nouvelles

composantes, les résistances correspondantes par unité de volume.

Cela posé, l'on sait qu'il y aura toujours un système principal

d'axes pour lequel les trois rectangles ï]"^", C^", ^""z]" di.^paraîtront du

sextinome, cas où les composantes de la résistance suivant les x, y, :

se réduiront, respectivement, aux trois produits de coefficients néga-

tifs par H", r/', L". Alors ces produits, transportés, avec signes con-

traires, dans les premiers membres des équations du mouvement,

pour y être joints aux inerties changées de signe cjui ont précisément

les mêmes formes, donneront nos équations simples (i) ci-dessus.

Mais, ici, nous devrons, comme on verra bientôt, adopter un autre

système d'axes; et le sextinome sera complet. Les équations recevront

donc les formes plus générales, à six coefficients a, b, c, d, e, f, dont

les trois premiers seront positifs,

a; -t- iTi -h e, =: A^; ;->

(i8) ' f£"-hbr/'-t-dr"= AoYi- -—

,

l'y

e 4 -f- cl r, -r- c _ ^^ Ao , —•

10. A la deuxième approximation, où il faudra tenir compte des

ninmies résistances de translucidite linéaires en —
^^

ou (pour
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aliréo-er) en i', fj', "(', ces résistances, Iransporlées avec signes conlraires

dans les premiers membres des équations de mouvement, ajouteront,

aux premiers memhres.de ce système (i8), de petits termes, (pie nous

pourrons y écrire respectivement, avec //'''// coefficients distincts

2a', 2b', 2c', d' ± d", e' ± e", f zt f", les trois premiers, positifs, les

six autres, de signes divers,

[
2a';'+ f'r/+ e'r+(e"^'— {"/)'),

(ig) f'4'-H2b'r/+ d':' + ( r ; -cfr'),

( e';'+ d'-o'-l- 2c'Ç'+ (d"-r)'— e" ç').

Or les termes en d",e", f" ne produisent pas l'absorption que l'on

veut étudier, mais un tout autre phénomène, analogue à la polarisa-

tion rotatoire magnétique, et que l'on n'a constaté dans aucun corps

transparent à Cètal nativel^ c'est-à-dire soustrait à l'inlluence du

magnétisme ('). Il y a donc lieu de poser ici (d", e", f") = o.

Il est clair, d'ailleurs, que les expressions (i()) restantes, dérivées

respectives en ^', •/]', '(' du sextinome

(20) a'ç'--4- lj'-o"-+ c'r'4- il'-ri'C'-i- e'r'ï'-i- f'^'-fl',

se transformeront, dans les cliangements d'axes, comme le faisaient

les résistances principales en ^", r/', "C", vu (jue t' , y]', 'C' s'exprimeront

encore à la manière de coordonnées. Le milieu admettra, par suite,

un système d'axes principaux faisant évanouir d', e', f, ou ne laissant

subsister dans le sextinome (20) que les trois termes essentiellement

positifs a'^'-, b'Y]'-, c'C'- Nous supposerons qu'on ait adopté précisé-

ment ce système d'axes; en sorte (pie les écpialioiis du mouvement

seront

I „ , -, . - 'l'J

a;"-h fr,"-)- eÇ"+ 2 a' ;'= Aoi —,

1 M
(21) i f£"+ bri"+ d^'-l- alj'r/- A, Y) 7-1
^

\ - (ly

\ -„ . „ w, ,W ». 'l^^

\ e:;"-4- à-ti" -\- cç' i- 2 c , =3 A.,; ^•

(') Voir, par exi'iiiple, le Tome II cilé, p. 476 à 48' , G02 à f)o4. et le Mémoire,

également cilé plus liaiil, du Bulletin des Sciences mathéniali(/iies, p. 3 el 4-
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I 1. On sait comiiienl, dans le cas des cqualions (i8), s'obtiennent

les formules régissant les ondes planes dont il a été (jueslion au § i

,

et que nous supposerons d'abord latéralement indéfinies : y., ^, y étant

les cosinus directeurs de la normale à ces ondes: w leur vitesse de

propagation: /', m' , n' les cosinus directeurs de la vibration; enfin,

/, m, n désignant, pour abréger, les trois quotients

a i y

et fô, une l'onction continue queicon([ue d'une variable, l'on prend

:, /;, '-. de la forme

{îi) (;,'(. ï) = (/'• in\ii')m{t — Ix — niY — nz).

Ces expressions de ?, r,, l, substituées dans (i8), donnent, après sup-

pression du facteur commun ci", en transposant d'ailleurs aux premiers

membres tous les termes des seconds,

(24) 'jl' + -im' + 'lii'—o. o,/'-l-7.,/«' 1- l',/''=o, oJ' + -/ini'+ 'if, n'— o,

où 9, /)}'' ^" '/" -P" ?-''/^'T^^
représentent les polynômes, du second

degré en /, m, n,

; o =— (/-+m=-r «') ^ ^'-Ha, / = //« -h 1", •J> = «/ + e,

(23) ) 0, = //« + t', /,--—(/- 4- /«'+«=)-)-"(-+ I). •];, =r /n/( + d.

l'^.— nl—c, •/,— /«« -h (I. 10 =— (/--t-/n--(-/i-) 4- ft"-+ c.

La compatibilité des étpiations (24) exige l'annulation du détermi-

nant des neuf éléments 9,/.,|, 9.,-/.,, '^i, 9.,Xo, |s, fonction paire du

sixième degré en /, /;/, //, que nous appellerons V (a, b, c, /, ///, »), en

y mettant ainsi en vue, pour une raison qu'on verra plus loin, les trois

paramètres a, b, c spécifiques ou propres au milieu, outre les trois

autres paramètres /, m, «, caractéristiques des ondes. L'on a donc,

pour déterminer, vu (22), la vitesse w des ondes, l'équation

(26) F(n. b, c. /./».//) :=o;

après quoi deux (luelcompies des relations (24) font connaître les

cosinus directeurs de la vibration par leurs rapports mutuels.
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12. Mais les nouvelles équations linéaires (21) du mouvement ne

sont plus homogènes quant à l'ordre des dérivées qui y figurent, à

raison des dérivées premières E', y)', Ç que multiplient les très petits

coefficients 2a', 2b', 2c'; et l'on ne peut plus y satisfaire avec une fonc-

tion ni arbitraire. Toutefois, comme les physiciens ne considèrent guère,

en optique, que des vibrations pendulaires, dont nous appellerons -^^

la période, et où kl ne figurera que sous les signes cosinus ou sinus,

comme, déplus, de telles expressions en / s'obtiennent par la superpo-

sition d'exponentielles imaginaires conjuguées, nous pourrons essayer

de former d'abord des solutions symboliques, analogues à (23),

où des constantes imaginaires L', M', ]N' remplaceront /', ///', //'

et où C7 sera le produit d'une constante encore imaginaire, I, par une

exponentielle de la forme (>''-'•-"' -^-'>—^ avec L, M, N imaginaires

aussi pour remplacer /, m, n. La superposition de deux solutions

T^aveiWan, purcnicul forDiclIrs, mais où toutes les imaginaires seront

conjuguées chacune à chacune, nous fournira évidemment des valeurs

de E, •/], "C réelles et vérifiant bien les équations voulues (21).

Nous prendrons donc provisoirement, au lieu de (23),

(27) (;,Y;,;)^(L', M',N')l(.<>'-'-'-M.>->->''^.

Il est vrai (jue, plus loin, nous y ferons lentement variables avec .f,_y, ;

les coefficients (ici L'I, MI, N'i) de l'exponentielle. Mais, même alors,

les vitesses^', yj', 'Q y seront, en quelque sorte, homogènes avec les accé-

lérations ç", yj", C, ou réductibles avec elles; car on aura, par exemple,

''
lit

' ^' '-
""

'-

/
''

'

( )r, par le fait même, les petits termes en ^', rj', Ç, distinguant (21)

de (18), se réduiront avec les termes respectifs en ^", •/)", 'Ç', pour

donner en tout, au lieu de a^", bï)", c'C." comme dans (18), les trois

expressions A^", Brj", C'C où l'on aura posé

i:,^) A = a-2^v'=^, H =: 1, - 2 ^' y/—, C r^ c - a ^ v'=^.

Les nouNclles équalloiis ( 21) du problriiir amoni pris ainsi, grâce aux

imaginaires, la forme (18), avec A, l>, C, aceius de petites parties en
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V^ à la place de a, b, c lùels. El il csl é\ideiit que les calculs algé-

briques indiqués tout à l'heure pour le cas de transparence (n» 11)

deviendront utilisables au cas actuel de iranslucidilé.

ni. — Ondes planes latéralement indéfinies,

dans un cristal translucide.

15. En parliculier. les équations (i>'i) deviendront

; 9 L'-h/ M'-i-'i/ N'=o,

(29) 9,L' + -/,M'+-|.N'= o,

où z,, y, l,':,,, y, ,'\i,,o. ,•/„]', auront encore les expressions (25),

mais avec A^'b^C, L, M, N au lieu de a, b, c, /, m, ii; et l'annulation

du déterminant conduira à la même équation (26), écrite

(30) l^A,B.C.L,M,N) = o.

Quand, dans F, Ton remplacera A, B, C, L, M, N par leurs valeurs

complexes, l'annulation séparée de la partie réelle et de la partie en

V'^^ dédoublera cette équation en deux distinctes; de telle sorte

qu'on pourra se donner à volonté, non seulement, comme on a fait

déjà par les relations (22), les rapports mutuels des parties réelles

/, /;/, // de L, M, N où, dans (22), les cosinus directeurs a, 3, 7 peuvent

défmir la direction quelconque imposée aux ondes, mais encore les

rapports mutuels des parties env^=^^e nous pourrons représenter

par - hX v^^, - hiJ. V =T, — Av s
- i , où 1, (x, v seront les cosinus

directeurs de la normale (menée vers rinlérieur) à la face d'entrée,

pouvant être quelconque, de la lumière dansle milieu. Les expressions

de L, M, N, ainsi écrites

(3
.
) ( L, M, N ) = ( /, «', « )

- /' (>- F. ^)V^ = ^-^^^ir~
~ ''^''' ^' ''^ ^'~ '

'

conserveront donc, pour satisfaire aux deux équations fournies par le

dédoublement de (3o), les deux paramètres disponibles eu et//, que ces

équations permettront de déterminer en fonction dos deux direc-

tions (7., p, y) et (>^, ix, v).

Journ. de Malh. (6' série), tome VU. - Fuse. UI, lyii. ^
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Mais souvenons-nous que les parties imaginaires de A, B, C, dans

(28), et, par suite, celles de L, M, N qu'elles entraînent, sont extrême-

ment petites, bien assez pourqu'on puisse, dans lousles calculs, négliger

leurs carrés et produits. On les assimilera donc à de simples difTéren-

lielles, ayant les expressions respectives

(3a) (j(A, B, C) r=— 2
^'''" '^'"

""'

s/^T. d(L,M,:i)- — (l,ij.,y)/'\''^^:

et le premier membre de (3o), développé par la formule de Taylor,

s'écrira

c/ I I s
2 ,'f/F

,
'/F dP \

I

rfF- ^_^ dV_

dl dm ' du

Les deux parties réelle et imaginaire s'y trouvent toutes séparées; et

l'on aura, d'une part, pour déterminera) en fonction de a, p, y, la même
équation (26) que dans le cas de transparence, d'autre part, pour dé-

terminer l'autre inconnue//, l'équalion du premier degré

,„„^ ,
(dV . dF dF \ i ( dF , r/F,, ^F

(33) /( —-A -h -—'X -t- -j-V — — -- a_-;,'-t- 2---b'-i- 2--
\ dl dm ' dn J I; \ f/a dh de

où l'on pourra remplacer les six dérivées partielles premières de F par

des quantités qui leur soient proportionnelles.

li. Or l'on obtient de telles quantités, sans avoir besoin de for-

mer l'expression de F, en différentianl complètement les équations

(24), qui impli(|uenl( 2(1) et, par suite, la dill'éreiiliclle totale de celle-

ci,

,,.^ dF , dF
^,

dF , dF ., dF , dF
,(i!\) -7-dA-^ -r-do + —-«c H -dl 4- ——dm + -^dn — o.

d-A db de dl dm du

Cinq des six accroissements infiniment petits dd, dh, ..., dn sont sup-

posés ici avoir entre eux des rapports quelconques, le sixième seul se

trouvant alors déterminé par la vériOcalion constante de (26). Or la

dilVérentialion du système (2'i), où les dillérentielles dl' , dm' , dn'
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rccevronl, dès lors, cerlaines valeurs qu'on devra éliminer, donne

9 dl' + /_ dm' + iL dn' + /' r/a -4- m' dy + /;' d'\/ — o,

9, </r + •/, f/m'+ '|, f//(' + /' do^ + m' dy^ + n' d'^^ -- o,

92 (//' 4- /., «//k' h- '.{^s
<5^«' -T- /'

dcf.;, -+- m' dy, -h ii' d']j,= o.

L'élimination de dl' , dm', du se fait en mullipliant respectivement par

l, m', Il ces équations et ajoutant terme à terme. Vu les expressions

{?.:)) de 9, •/, 1',..., |,, qui rendent symétrique le déterminant F, les

coefficients totaux de dl! , dm' , dn' , dans le résultat, ne seront autre

chose que les premiers membres, déjà nuls, de {}.[\). Il viendra donc, en

remplaçant d'ahoid /_, '1, ?,, '1,, ?., /,,
par leurs valeurs (23) où d, e,

f sont constants,

(34 bis) r-d'j +m'- d/y + n'- dh^ + im' n d .mn + 211' l' d.nl-\- ?./' m' d .lin = o,

et puis, en substituant aussi à 9, /_,, '1, leurs valeurs (25),

/""da H- m'^dh + n'- de — (/'-+ in'--i- />'-) dit- + m-+ n"-)

-\- r- d.l'^ + m'^ d.m"-+ II' - d . n"- + 1 m' II' d .iiiri +111' l'd.nl+ il' m' d.lin^^ù.

Enfin, par l'évaluation séparée et le groupement des termes en dl, en

dm, en du, on aura

(35) /'- da + m'- dh + //'- c/c

— 2 [(/'--(- ««'-+ ii'^)l — i {W + mm' ^ nii)'\dl + . .
.— o.

Or comparons cette relation à (34) et annulons-y successivement

quatre quelconques des six différentielles du, dh, de, dl, dm, dn. Si

nous posons, pour abréger,

(36) s = P + m"- + n'- , s' — l'- + m" + n-, a—U'+min'^'iin',

nous aurons la (juiulupli' proporlion

dV dV d¥_ dV_ d^ dV_

'^Tû "^dh _ ^7h _ dl __ dm _ dn
(J/) — / 2 — __ „j'i ~

—

n"- ~ s' l — al'
^

s' m — ain' s'ii—an'

Et les dénominateurs de ces rapports pourront être sul)stitués aux
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iiumérateiiis dans réijuation (
'13

), qui deviendra ainsi

a'/'-+ h' ni''--r- en''
(38) /i[(s'l— s-/')/. -H (.v'm — !7/«'),a-f-(.9'/( — t/;'

A-

16. Nous simplifierons considérablement l'expression qui résulle

de là pour /i en introduisant le rayon r de la surface d'onde courbe de

Fresnel, droite ({ui joint l'origine des coordonnées au point (x, y, z)

où l'onde plane

3tx + 3y -t- "/z r= w, ou bien, ici, /\ -*- /» y + « v ^= i,

partie de l'origine depuis une unité de temps, touche son enveloppe

(onde courbe) obtenue en y faisant varier a, p, y, c'est-à-dire /, n>, n,

de toutes les manières possibles. On sait que ce point (x, y, z), com-

mun à l'onde plane et à toutes ses voisines où /. ///. n ont varié de d/,

dm, d/i. se détermine par les équations

(39)
rfF

""
f/F ^' f(F ^il- ilV

(Il dm du dl dm du

qui deviennent ici, à raison de (37),

(4o)
sl-

Un cinquième rapport égal s'obtient en élevant les trois [)remiers au

carré, ajoutant terme à terme et extrayant enlin la racine carrée posi-

tive du résultat, vu la valeur du quatrième rapport (4o), dont le déno-

minateur équivaut visiblement, d'après (36), à la somme des carrés de

mn' — nm\ ni' — ///', Im' — ml' . Le carré de ce cincjuièmc rap|iiirl

aura évidemment pour numérateur /'- et pour dénominateur

ss"--i- s'
s"- — is'<j" ^s' {ss' ~ 1'-)

\

en sorte (lue ce cinquième tappurt est .
^=- Son égalisalinn au

(juatrièmc donne
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el il viciil par suite

, , , , , X .s'
,

V s'
. ,

/. s'
(al) si — <7/ = 1 S ni — a/Il T= •

1 .V /( — an =
/ / / /• /• r

La subsliliilioii de ces valeurs dans (38) iulroduil iminédiateinent le

cosinus de lanj^le, que nous appellerons V, fait par la direction

->-' -)dn rayon /• avec la normale (X, u.v) à la face d'entrée des

ondes dans le corps; et nous aurons, en remplaçant d'ailleurs s' par

son expression (M]), la formule

,
/• a' /'-+ 1)'/h'-+ c'/t'-

^
' cosV /,(/'-+ m'--h n"-)

IG. Il reste à déterminer, dans la solutioi! symbolique, L', M', N',

dont nous serons conduits à appeler / , ///, n' les parties réelles

et /7"\ — I, //)' i)i'\ — I, II' II" sj — I les parties imaginaires.

l ne fois obtenus oj, // ou, par suite, L, M, N et, dans (29), o, y,

-p, o,, ..., deux quelconques de ces équations ('-^9) fourniront, par

leurs déterminants mineurs, les rapports mutuels de L', M', N'.

D'ailleurs, les mulliplications à faire de facteurs complexes, pour

évaluer tant o, y, ];, ..., que ces déterminants mineurs, donneront

sans cesse, comme produits, des parties réelles foimées soit avec deux

facteurs réels, soit avec deux facteurs en \ — i, el des parties imagi-

naires formées avec un facteur réel et un facteur en \ — i. Or les

facteurs en y'— i à combiner sont tous, ici, du premier ordre de

petitesse et ont leurs produits négligeables. Donc, en résumé, les

parties réelles sensibles des déterminants mineurs ne seront formées

qu'avec les parties réelles des données, les mêmes que dans le cas

de transparence, et les parties imaginaires seront petites du premier

ordre.

L'on pourra, finalement, diviser les trois déterminants mineurs

enq)loyés, par la racine carrée de la somme des carrés de leurs par-

tics réelles el prendre les quotients comme valeurs de L', M', N'.

11 est clair qu'alors les parties réelles de T.', M', >i' seront les mêmes

que dans le cas de transparence, c'est-à-dire les trois cosinus direc-
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leurs de lu vibralioii, /', /;/, /;', obtenus pour ce cas; et, ilans les parties

imag;lnaires 1 1"
\j — i, m' m" sj — i, n'n"\ — i , les facteurs /", /)i", n" se

trouveront très petits, de Tordre de a', h', c'. Il viendra donc

(4o) L'= /'(i -+- /"v'^^) - /'
t''"'~, M'=/«'e"'"i~, lN'=/t'6'""*'^.

17. Enfin, prenons, dans (27), pour le coedïciQnl d'ampli/ude \,

une expression imaginaire quelconque, sous la forme -e'+^-zV-'
; et les

trois expressions syndjoliques formées ( i-j) de ç, r;, "C seront, en y rem-

plaçant L, M, N, L', M', N' par les valeurs (3i) et (43),

( i't ) ( ;, r,. r ) = ( /'. '"'. "' )
- e-""''+!^.'+''-^l g[Hl-l.,-,„_y-r,z)+,+ ll'.,„'.n-ny'—l_

Si nous y changeons le signe de y— i; nous aurons évidemmenl

une deuxième solution symbolique, conjuguée de celle-là; et la somme
des deux nous donnera enfin la solution réelle cherchée des équations

effectives (21) du mouvement :

(45) (ç, ri, n ^ (/', /«.', n') e' e-''''(>-'-*-Ho^-'-i

X cos[Â(/ — L.r — my — /?.:) + / + (
/", ni" ,ii' )].

Les inégalités exliéniemcnl pelites de phafc, ducs à /", nt'\ it", enlre

les trois composantes ?, •/], (du déplacement, seront négligeables ou

échapperont à l'observation; de sorte qu'on peut les annuler pratique-

ment, en supprimant même /", m", 11"
. Alors les vibrations sont recti-

lignes, avec l'orientation (/', /»', //) et, vu (22), la vitesse co de pro-

pagation, exactement comme dans le cas de transparence. Mais la

demi-amplitude du mouvement, représentée par c' à la face d'entrée

A.r -I- ]j.y -+- vz = o, décroît lentement, à partir de là,dansrinléiieur;

car son expression esl, partout,

(46) f.ie-l.l.,l,,[J,y,;:)^

OÙ le trinôme A.f h- p.j/ + v; égale la dislance ilu |)oiut intérieur

quelconque (f^,)', ") à la face d'entrée.

18. On peut voir maintenant les raisons pour Icscpiclles, au moins

dans le cas d'ondes latéralement imlèlinifs, il convient de choisir la
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direction i A, u-, v) normale à la face (rentrée et, faisant, d'ailleurs,

avec les rayons lumineux ([ui correspondent aux ondes [dancs (45),

un angle ^ aigu, de manière à rendre positive la valeur ('\i) du para-

mètre //, ou décroissante vers Tinlérieur Texponentielle ('\(j). Si, en

effet, la face d'entrée, qui passe par l'origine, ne se confondait pas

avec le plan Ix + [J.y + v; = o, la demi-amplitude (4(5) des vibra-

tions n'y serait pas constante, comme elle doit l'être, naturellement,

si ces vibrations résultent d'ondes incidentes latéralement indéfinies

aussi, mais propagées dans un milieu transparent et, par suite, d'ampli-

tude uniforme partout.

D'autre part, même avec V aigu, ou l'exponentielle (4(3 ) décrois-

sante quand on chemine vers l'intérieur du corps, il suffirait évidem-

ment que la face d'entrée fût coupée |iar le plan Ax -^ u.y -i- vr = o,

pour qu'il y eût dans le corps, assez loin de la droite d"inlerseclion,

des points où la distance kx -h ay + v; à ce plan serait négative et

très grande; en sorte que rexponentielle (4()) y ferait prendre, à

Tamplitude des mouvements, des valeurs dépassant toutes celles qu'on

peut phvsiquement admettre pour de petites vibrations élastiques de

l'éther.

IV. Ondes planes latéralement limitées,

dans le même cristal translucide.

19. Quand un [)inceau de lumière parallèle, un rayon lumineux,

latéralement assez large pour ne pas offrir de diiTraction sensible,

pénètre dans un cristal par réfraction à sa face d'entrée, les déplace-

ments H, Tp "C présentent à une première approximation, lors de vibra-

tions pendulaires, les caractères exprimés par celte solution (4à);

mais les deux paramètres i et y, au lieu d'y être constants, du moins

tous les deux, peuvent y être, / principalement, des fonctions de x,

y, z 1res gradue Liemeni variables, c'est-à-dire paraître sensiblement

constants dans toute étendue dont les dimensions sont de l'ordre d'une

longueur d'onde, mais passer de leurs valeurs notables à d'autres bien

difl'érentes, au bout d'assez loiiiis parcours; et, en particulier, le

coefficient e' d'amplitude s'annule identiquement hors de régions

limitées des plans d'onde Ix -t- my -+- nz = consl. Il y a donc lieu de
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voir comment se modifie la solution symbolique (27) (p. 328) lorsqu'on

rend lentement variable avec r, y, z le coeflicient analogue, dit

d'amplitude, I, ou que I acquiert de petites dérivées -.—;——^> de

manière, en particulier, à recevoir des valeurs avhllraires bien conti-

nues sur la face d'entrée du cristal.

Par le fait même, les coefficients L'I, M'I, iN'I de Texponentielle

imaginaire dans (27), où il est entendu que L', M', N' garderont leurs

expressions constantes (43) (p. 334 ), "^ pourront plus suffire; car elles

n'ont permis de satisfaire aux équations (21) du mouvement que dans

l'hypothèse de I constant. Et il faudra leur ajouter trois petites fonc-

tions correctwes t, £,, Ej, de x, y, z, de l'ordre des dérivées par-

tielles -7 dont l'annulation partout entraînerait la leur. Mais

nous supposerons que le coefficient I convienne, ou soit choisi précisé-

ment, pour ce qu'on peut appeler la projection totale du déplacenie/d

imaginaire sur la direction symbolique i/narialde ( L', M', IN'),

c'est-à-dire soit tel, que l'on ait

(47) L'i -H M'-n + N'C = (L'=+ M"-^ N'^) 1
^«./-i.-.-m.)-n.!/^.

Les nouvelles expressions de H, q, 'Ç s'écriront donc

(48) (>, -n, O = (L'I + £. M'I -h £,, N'I + £,) p^'C-L'-Mr-N^v^T^

formules qui, substituées dans (47), donneront identiquement, entre

les trois petites fonctions correctives i, s,, £^, la relalion linéaire

(4y) L'£-l-M'j,+ •N"î.= o.

Deux d'entre elles, seules, seront donc encore disponibles.

20. Il reste évidemment à déterminer ces deux petites fonctions

de X, y, z, et I, qui n'est arbitraire que sur la face d'entrée, de

manière à faire \éi'\l]er formelle/nmt par les expressions (48) de ^,

ï],
'Ç les équations (18) du mouvement, où A. H, (] remplace-

raient a, b, c.

Motons, à cet effet, non seulement que les dérivées parlielles de 1

seront petites, mais que, de plus, elles varieront très graduellement.
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chacune d'elles n'éprouvant des changetnents comparables à sa valeur

que le long de parcours d'un grand noniV)re de longueurs d'onde. Par

suite, ces dérivées premières de 1 auront leurs propres dérivées beau-

coup plus petites, en quelque sorte, qu'elles ne sont elles-mêmes; et,

au degré d'approximation où l'on est tenu de les introduire, elles, dans

les calculs, on pourra les regarder comme constantes, c'est-à-dire

négliger les dérivées partielles secondes de I. De même, les quotients,

par 1, de ces dérivées premières de I, pourront être supposés con-

stants; car les variations du dénominateur I n'introduiraient, dans les

dérivées dos quotients, (pie des produits, négligeables, du numérateur

déjà très faible par des dérivées de I. Donc aussi les fonctions correc-

tives £, £,, s..,, qui sont de l'ordre des dérivées premières de I, se com-

porteiont comme des constantes.

Dans CCS conditions, les petits termes de H, -q, 'Ç ])roduils de £, £,, t^

par l'exponentielle, portés dans les équations (iS) du mouvement
(ramenées encore à avoir zéro à leurs seconds membres), donneront,

aux premiers membres, après suppression des facteurs communs,

des expressions comme celles qu'on obtenait en L'I, M'I, IN'I quand 1

était constant, savoir, d'après les résultats précédents (29) multipliés

par I,

(5o) Oc + •/£, + '|/£,, 9,£-4-y,ci-t-'l/,£,, o,s-hy_^Ei-h'b,s,.

Voyons maintenant ce qu'ajouteront à ces expressions les [)artics

principales de H, /], '(, c'est-à-dire le produit l,/i'-' '->'.'-^" v-
'^ multiplié

respectivement par L', M', N'. Une dérivation de ce produit enr, |)ar

exemple, donne comme dérivée ce produit lui-même, multiplié par le

binôme

et le résultat est ce qu'on aurait eu pour 1 constant, mais à cela près

que le facteur constant L ainsi introduit se trouve accru de la très

petite quantité, censée consUiiile aussi , -. -r- \ — 1 . \ n tel laclcur

subsistera donc, sans produire aiicniie conqilicalioM nouvelle, dans les

dilTércntiations ultérieures à ell'ectuer sur la ronction d'où Ton est

parti. De même, les dilTérentiations en ) cl imi :: inliodiiiraient les

/ou;/(. rfe ,l/a(/i. (!)• série), tome VII. — Isisc. III, lyii. 44
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facteurs atialnmies

A 1 t/y /, I ,/z

Donc les parties principales de H, Tj, 'Ç donneront, après suppression

de facteurs communs, des expressions comme les premiers membres
de (29) multipliés par I. mais où les variables L, M, N des neuf poly-

nômes 0, /_, '^, 0|, ... auraient subi les très petits accroissements

respectifs

21. Appelons o -+- Oz,, y + (^/_, -^ + â\/, 9, + J^,, . .
.

, ce que devien-

nent alors ces neuf fonctions, avec leurs petites variations symboli-

ques ()-j, Oy, ..., évidemment calculables à la manière de diiïcren-

lielles totales; et, ajoutant enlin les premiers membres de (2;)) ainsi

modifiés (p. 329) aux expressions précédentes (-ïo), il viendra, par

exemple, comme première équation du mouvement,

(32) ( L'I + c) 9 + (M' I -h £, ) X -+-
( N' I -f- £,) 'i 4- I ( L'Oo -+ Wày, + N'()'i) = o.

On peut y supprimer les termes principaux en lo, ly, Ij^, à raison

de la première équation (29). De plus, dans les trois termes où

figurent les très petits facteurs i, t,, i.,, les facteurs finis o, y, '^ peuvent,

évidemment, être réduits à leurs parties notables où /, ni, n rem-

placent L, M, N et ont les valeurs du cas de transparence. Enlin, dans

les trois derniers termes, en rJp, ôy, 0\/, de l'ordre des petites dérivées

de I, non seulement L', M', N' peuvent, de même, être réduits,

d'après (43), à leurs parties princi[)alcs /', /ii', n', mais, en outre, les

, cl(0 V '11)

dérivées
y .

'(' L, figurant aux dével()p[)cmenls de rJi, Oy , ()\i peuvent

s'évaluer, de même, avec substitution de /, ///, n à L, M, N. Celle

première équation du mouvement, et les deux autres, analogues,

deviennent donc, on définitive,

i 9 J 4- •/ c , -!- 'i/ ê, -t- I ( r Oo -f- m ' ôy -t- //
' O]' ) = 0,

(53)
^ ?i^ + /,iîi-i-''t'i'2+ '(''<^?i +- "'''^/.i + "' à'hi) —o,

i£ -h Yic, -h 'i/j Hj -f- 1 (
/' doi + m' ù-ft 4- II' t^'^j) = o,
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OÙ les diiïéretitielles lolales Oo, &/,... ii prendic sciont celles des fonc-

tions (25) (p. 327) relallves au cas de transparence, avec de très

faibles accroissements de /, /n, it représentés, d'après (-'ji), par les

formules

(54) '^(^'"''^'^^/7ï
./(a-,j,.) V^~-

22. Multiplions respectivement ces trois é<|ualions (53) par /', ///',

n' et ajoutons-les. Comme le déterminant des neuf éléments ç-, y , ']/,...

est symétrique, les trois coefficients totaux de £, £,, t.^ s'annuleront

en vertu de (a^î); et, après suppression du facteurcommun I, il viendra

pour régir la fonction I, vu les valeurs (^5) de /_, '^, o,, -p,, o.^, /.,,

l'équation

(55) /'- do + m'- ')•/, + n'- ^'^2+ irn' II' à .nui + in' l' <) .ni + 2 l'
m' à .

lin ^= o.

Elle est exactement pareille à (3/i bis) (p. 33i) et donne évidem-

ment, en dl^ ût/i, d/i, le développement (35) en dl, dm, du, mais pris

avec rf(a, b, c) = o, vu que, ici, /, m, n seuls reçoivent des accroisse-

ments, savoir, ceux qui ont les formules (54)- L'équation (55) sera

donc, encore avec les notations abrégées (36),

(56) (s' l — jl') -,- H- (s' m — 17 ni') h (.v'/( — (jn')-r~ = o.
(Lv (ly clz

Or les formules (4o) (p. 332) montrent que les trois coefficients

si — al', s'ui — am', s'a — a/«' sont entre eux comme les cosinus

directeurs des rayons lumineux correspondant aux ondes planes pro-

posées, c'est-à-dire comme les cosinus de la dii-cction suivant laquelle

le mouvement se transmet intégralement sur chaque onde dans le

milieu censé transparent. Déci'ivons donc un élément {ù.i:,ôy, dz) de

chemin le long du rayon, à partir de {x,y,z); et, ùx, ày, ôz étant

alors proportionnels aux trois cosinus directeurs, Fécpialiou (5G)

deviendra

,- . '/I , '/' .
d\

, „
(1)7) —-dr -^ -^t^) -I- ,- J; — <> ou iH—O.

(Le ciy ' dz

23. Ainsi, les équations(2i) du mouvement n'astreignent /r cocffi-

cieiil I d'ainpUiude qu'à rester invariable le long de chaque rayon

lumineux du milieu censé transparent. Si donc on pose, comme



3/|0 j. noussi>ESQ.

précédciiiinent, 1= c'-^vV-'^ [ant le coefficient réel e' d'amplitude

que le changement y de phase conserveront, tout le long de chaque

rayon émané de la face d'entrée suivant une direction constante, les

valeurs fournies, à cette face d'entrée, par les conditions définies

relatives à la surface séparative de deux milieux sensiblement transpa-

rents, valeurs qui seront, d'une part, constante pour le changement y
de phase (si la surface est homogène), d'autre part, proportionnelle,

pour le coefficient <^' d'anq)litude, à ram[)litude même des vibrations

incidentes, donnée pour chaque région de la face d'entrée.

La fonction I se trouvant ainsi déterminée, dans tout le milieu

translucide, par l'équation (5") qui exprime la compatibilité des

quatre équations linéaires ( ')() ) et ( 53) en î, £,, i.^, ces équations feront

évidemment connaître, pour t, z,, t.., en fonction de ./, >', z, des

expressions de l'ordre de 1 Jo, !()/,... ou des petites dérivées -j—,—tt" '

comme on avait pressenti qu'elles le sciaient; et toutes les équations

du problème seront vérifiées.

2i. Ces petites fonctions t, î,, £_,, une fois connues, ajouteront au

module et à l'argument des coefficients principaux I/I, iM'I, NI de

l'exponentielle, dans les formules (4^) de H, •/], '(, ou, plus simplement,

à leurs quotients I^', M', .\' par 1, de minimes corrections, revenant

à remplacer dans (4^) les modules /', /y/', //, si c', i\, i.. désignent cer-

taines petites fonctions de x, y, z, par /'r-', m' c^', /t'c'-, et à accroître

les arguments /", m", /<", très faibles déjà, de parties également insen-

sibles, mais fonction de ./, y, z et qui les porteront à de nouvelles

valeurs l'[, in\, ii'\.

Enfin, 1 étant toujours -c'"*"-'^, la solution symboli(|ue( '|8) s'écrira,

au lieu de (44))

(58) (ï, -fi, Ç) — (if' e'', «/' e^!, ,i t-'O
'1 ,.-'*'> ->-R'+-'=i (,:'"-'•'-' <-/+l''.'.'"ï,"'.'l]v'-l

Et, par sa superposition avec sa conjuguée, elle donnera, au lien

de (45 ), li' solution léelle

( 59) ( ç, rj, Ç ) = (
/' t'"', '"' e-', "' t-i) e' ,'-"»'"• Ho+v:!

X c<>s| /. (/ — Lv — iiiy — nz) -\-j + (/v, w',', //V)J.
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Prali(]uemenl, les petites quantités variables e', t\, £_, l], ni], n\

seront insensibles, ou réductibles à zéro. Donc les déplacements

lubratoircs :, /], i auront précisément, en oliaquc point (x,y, z) du
milieu translucide, leursvalenrs au même point dans le milieu censé

tirinspaii'/it, ntiillipliécs par l'exponentielle commune

((io) e-/./„>,.+<iv+v:,_

Il n'y a de différence d'avec le cas d'ondes latéralement indéfinies

que dans le coefficient e' d'amplitude, ici v<ariable arbitrairement,

quoique d'une manière très graduelle, d'un rayon lumineux aux
ra yons parallèles iioisins.

V. — Ellipsoïde d'absorption; formes simples du coefficient

d'extinction de la lumière dans le cristal.

2;>. Ainsi, lamplitude des vibrations s'affaiblit, sur chaque rayon

émané de la face d'entrée suivant une direction qui fait l'angle V avec

la normale à cette face, à mesure que son trajet croissant u dans le

milieu translucide le porte à une plus grande distance /..r + luy -\-vz

de la face d'entrée. Gomme cette distance égale la projection, sous

l'angle V, du chemin u parcouru par le rayon, on a

t.X -r- tX y -h 'J z ^= Il COS \'.

et l'exponentielle ( (Jo ), fraction qui subsiste encore de l'amplitude à

l'entrée, devient ,>- ^'"^"'V-.^ ^^ bien, vu la valeur ( 'ja) de// (p. 'ÏW) dans

laquelle on prendra pour /', m' , n' les cosinus directeurs de la vibra-

tion,

(6i) e"^". avec f =: /{a' 1'--t- h' m'--i- c' n'-).

Le coefficient y du parcours u, dans l'exposant négatif de l'expo-

nentielle e~-^", est ce qu'on appelle le coefficient d'absorption ou

d'extinction, du cristal, pour Vamplilude des vibrations de direction

(/', m' , n' ).

Construisons une droite égale à son inverse -z et puis la moyenne

proportionnelle entre cette droite et la vitesse connue /• du rayon lumi-

neux, dans le milieu censé transparent. luifin, portons, à partir de
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l'origine, cette moyenne proportionnelle, dans la direction donnée

(/', ///', II') des vibrations. Si x, y, z désignent les cooidonnées de son

extrémité, nous aurons

(,r, r, z) —
y'-f-U',

'"'• "')^ fl'oii (/, '"'. "') = i/- i-v, .'•• =);

et la formule ((in de /'donnera

(Ga

)

a'.*'- -H b'r--+- c' j- = 1.

Le lieu des points (x,y,z) est donc un ellipsoïde, qui se trouve

ainsi propre à exprimer l'action absorbante ou extinctrice du cristal

pour les vibrations orientées suivant les divers sens.

Comme les trois coefficients principaux a', b', c' d'absorption ont

entre eux, dans les cristaux non cubiques naturels, des rapports très

différents de l'unité, tandis que leur biréfringence, toujours faible,

laisse le rayon /• presque indépendant de la direction, le coefficient

d'extinction y" des amplitudes aura son inverse sensiblement propor-

tionnel au carre du demi-diamètre de l'ellipsoïde mené suivant la

direction de la vibration : ce qui justifiera le nom cVcllipsoïdc d'ab-

sorplioH donné à cette surface, conformément à une induction sug-

gérée par l'expérience à divers physiciens et minéralogistes, notam-

ment Henri Becquerel, Mallard, M. Camicbel, M. Carvallo, etc.

26. Pratiquement, le coefficient d'absorption à considérer sera non

pas précisément y, mais le double de /", (pii aura ainsi l'expression

(G3) ^'/= ri'iix' r- -4- 2 !)'//('- + id II"')

et contiendra intégralement les trois coefficients priii(i|)au.\ des résis-

tances (19) proportionnelles aux vitesses. Imi eirel, dans les additions

ou su[)erpositions d'ondes diverses cwnsliluanl un l'claiicuienl total,

ce qui s'ajoute ai-illunétiquciiiciit^ en clia(|ne eiidioil, poui y mesurer

riiUcnslui lii/iii/icnsc, c'est, au moins en moyenne, la demi-force vive

due aux ondes partielles ou aux mouvements de divers sens, et non

les quantités de ces mouvements ou les amplitudes. Or, la demi-force

vive est, dans cliacpie onde, proporlionnclle au cai'ré de ramplitude;

et, de plus, ses trois fiaclions corics|)()ii(lanl, pour une vitesse ellec-
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live V, aux composanles /'V, ///'A , /i'\ du niouverneiil suivant ies

trois axes, s'expriment préciséincnl par les trois carrés /'-, m'-, /<"-,

dont la somme donne l'unité. L'exponentielle décroissante à con-

sidérer est donc essentiellement c"--^", carré de e~-^"; et c'est Lien ?./

qui y figure comme coefficient de la distance u parcourue.

La formule (63) pourra donc s'énoncer en disant que If; rocfficienl if

iVabsorption rsl le produit de La vitesse r de propagation du rayon,

par une moyenne entre les trois coejfirients principaux 2 a', 2 b', 2 c'

de résistance^ où chacun, d'eux figure pour la fraction de l'éclaire-

nient duc à la composante du mouvement vibratoire suivant l'axe

principal correspondant ( '

).

27. Il y a lieu d'observer que, dans nos équations ( 21 ) de miiuve-

ment ([>. 32G), les petits coefficients de résistance que désignent, à un

facteur constant près, a', b', c', se forment par addition pure et simple

de leurs valeurs relatives aux diverses molécules pondérables dissé-

minées au sein de l'unité de volume d'éther, et en adoptant comme
axes coordonnés les axes principaux de leur ensemble, ou axes de

symétrie de ces résistances pour la totalité des molécules. Or c'est

bien d'accord avec les résultats d'observations très étendues, ducs à

Henri Becquerel, qui a reconnu, en outre, le siège presque exclusif

de ces résistances de translucidité, dans des impuretés incorporées au

cristal en quantités généralement minimes.

• La formule (61) dey ne contient pas explicitement k, ou ne dépend

pas directement de la période vibratoire. Mais l'analogie liydrodyna-

mique qui a suggéré les expressions (19) (p. 326) des résistances de

Iranslucidité conduit à penser (p. 324) qi^e, conformément à l'expé-

rience, les coefficients a', b', c', d', e', f de ces expressions dans tous

les systèmes d'axes, notamment dans le système principal oùd, e', f'

s'annulent, varieront assez largement avec la période, c'est-à-dire

C) On peut voii', aux pages t)i6 à 61S du Tomell de mon Cours de Pliysi(jiir

malliéinalique, que la même loi s'applique aussi, du moins dans certaines con-

ditions, à des milieux doués de pouvoirs rolaloires, pourvu qu'on v considère,

en cliaque point, la moyenne des demi-forces vives successives, au lieu des

demi-forces vives à un moment donné.
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avec la couleur des lumières simples considérées (d'où résulte Tcxpli-

cation da polychroïsmr); et que, de plus, rorientation de ces axes de

symétrie des résistances de translucidité en dépendra généralement,

c'est-à-dire en dehors des cas de contextures symétriques.

28. Quand on tient compte do la biréfringence du cristal, il va lieu

de remplacer la vitesse /• du rayon, dans la formule ( 6i) de /", par son

expression tirée de la relation simple ( r4) ( p- 32i). Mais comme les

cosinus directeurs figurant dans celle-ci sont pris par rapport aux axes

de symétrie des résistances compatibles avec la transparence, c'est-

à-dire par rapport aux axes des ellipsoïdes (i5), (iG) ou de l'onde

courbe de Fresnel, en général très différents de ceux de l'e/lipsuh/r

d'absorption adoptés ici, nous devrons désigner ces cosinus directeurs

autrement que par /', m', n'. Aussi les appellerons-nous f', m', m'; ce

qui donnera, d'après (i4)»

(64)

Pour amener alors au maximum de simplicité l'expression de

l'absorption, nous évaluerons le trajet «de la lumière dans le cristal par

le temps /„ employé à l'efléctuer; ce qui donnera

,-fn _ ,.- -

Nous appellerons donc fie nouveau coeflicient rf daljsorplion ; et

nous aurons, d'après (6i) et ((J'i), pour la fraction de lamplilude à

l'entrée qui subsistera dans le rayon après un trajet de duiée /„,

l'exponentielle c\'', avec la valeur suivante de
f,

a' /''-h 1)' /»'- -- c' /(''

(6») r= —TTï
—-1

—

t:
—

Le nomcaii cocfjicienl { d'dhsurption est ilonc une fonction

rationnelle et homogène^ du degré zéro, à numérateur et dénomi-

nateur linéaires, des six carrés /'-, ni'-, n'^, t'', m'^, n'^ des cosinus

directeurs de la vibration, par rapport aux axes tant de l'ellipsoïde

d'absorption que de l'onde courbe de Fresnel.
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29. Cette expression peut, à raison de la petitesse des différences

relatives existant, dans les corps, entre a, b et c, être remplacée

par une autre seulement approchée, mais enlicre. Dans l'identité

classique

= (a«'-4- (3(3'-- y/')- H- ((3y'- 7^')^+ (ya'- «7')'+ («(3'- (3a')-,

faisons
« =ae', 3 = 6.11', / =ci

Le premier terme du second membre vaudra i ; et les trois derniers,

~c
" b) '

second ordre. On aura donc

devenus (- - ^V, ,.,'-'„'-, ..., seront négligeables, comme étant du

/l"- m'» .i'^\

^
\ a'- h- c- j

ce qui permettra bien de donner à l'expression (65) de { la forme

entière, très approchée,

(6G) |= (fl^l"•'-^-/J^u'•^+c^.'-)(a'/'2+b'w'2-^-c'«'^) (')

30. Observons, en terminant, que nous nous sommes bornés aux

vibrations dont les composantes E, y], X,^ pendulaires, peuvent se

déduire de la solution symbolique (4H) ou, à une première approxi-

mation, de la solution symbolique (27). Mais j'ai démontré, à la

page 493 du Tome 11 de mon cours de la Sorbonne, que cela com-

prend, pour les corps translucides, toutes les ondes planes où le temps /

(M La théorie générale de la traiisliicidité appliquée ici aux phénomènes les

plus simples de l'opliquecrislalline, a été exposée, dans ses principes, vers la (in

du Tome, Il cité plus haut, de mon Cours de Physique nmlliématique (p. 600 à

618; uoiV aussi p. (Si a /JgS ) ; elle s'y trouve étendue aux phénomènes de disper-

sion et de polarisation lolaloire, de manière à expliquer, par exemple (p. 6-.î.))

l'inégalité de l'absorption, par certains corps actifs, des deux rayons à vibrations

circulaires de sens inverses, en les(|uels ces corps dédoublent un rayon incident

à vibrations rectilignes.

Journ. de Math. ((J- série), lornt- \ II. — Kiisc. III, ii)ii. 4^
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ne ficfure, dans les expressions de H, /], Z, que par les cosinus et sinus

d'un même arc, de la forme Af / — l.z — ni y — nz), avec coefficients

proportionnels à une amplitude U fonction uniquement, du moins à

une première approximation, de la distance Kx -+- [jLy -i- v:; à un plan

fixe, qui est la face d'entrée de la lumière dans le crislal.

El la démonstration s'y trouve étendue aux corps opaques, dans

une considération finale que j'ai développée plus complètement à une

Note de la page 9 de mon Mémoire sur l'absorption, inséré au numéro
de mai 1901 du Bulletin des Sciences Malhématiques.

51. On voit, par les formules (i4) et(tx")), combien était juste le

double et merveilleu.x pressentiment de Fresnel, qui voulait que la

vitesse de propagation et l'absorption de la lumière dépendissent

uniquement, dans chaque corps homogène, de la diteelion desvihi-a-

tions.

Ce pressentiment se vérifie plus complètement même que ne le

pensait Fresnel, puisqu'il s'applique à la vitesse /• de propagation et

à l'extinction, suivant le rayon lumineux ou suivant le vrai sens de la

transmission du mouvement, plutôt ou. du moins, plus simplement

encore, qu'à la vitesse w et à l'extinction suivant la normale aux

ondes, comme le supposait Fresnel. Et l'on peut l'étendre à certains

(tout au moins) des phénomènes de polarisation rotatoire, où les cosinus

directeurs de la vitesse vibratoire changent sans cesse, à la condition

de remplacer les carrés et produits de ces cosinus par leurs valeurs

moyennes (').

Les mêmes formules montrent aussi que le choix, comme variables,

des cosinus directeurs de la vibration, rond extrêmement simples et

même élégantes certaines relations fondamentales de l'optique; ce qui

pourrait suggérer l'idée de les employer parfois, dans des <jucslions

nouvelles où l'on serait embarrassé ().

(1) Mt":nie Tome II, p. 6i5 à 622.

(-) Dans le cnsoù le^ooi-fficienls principaux .'.a', a h', ac' des lési stances propor-

tionnelles aux vitesses vibratoires, cessant d"ùtre très petits, deviendraient suf(i-

sanls pour produire Vopacilc, c'est-à-dire pour amener l'extinclion sous des

épaisseurs de quelques longueurs d'onde, les formules simples ci-dessus du cas de

translucidilé ne s'appliqueraient plus; et, par eveinpie, dans un milieu isotrope.
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VI. — Réflexions sur la grandeur relative des longueurs d'onde que

supposent nos équations du mouvement de l'éther dans les corps.

52. D'apirs Tanalogie hydrodynamique qui nous a permis (p. 3-24)

d'exprimer la résistance opposée jiar chaque molécule pondérahle au

mouvement de l'éther ambianl, l'accélération (E", -l", 'C") et la

vitesse (?', •/)', '^') dont dépend cette résistance sont celles, censées

communes, de tout l'éther situé aux limites de la petite région où le

mouvement vibratoire est troublé par la présence de la molécule,

région d'un diamètre naturellement en rapport avec la grosseur des

diverses molécules, mais toujours beaucoup plus grand que le leur,

L'élher est donc, implicitement, supposé à une même phase de son

mouvement sur toute une sphère entourant la région troublée; ce qui

exige que le rayon d'une telle sphère soit négligeable par rapport à la

longueur d'onde. Or il peut en être autrement quand les éléments des

corps deviennent exceptionnellement grands, comme sont, par

exemple, les molécules intégrantes de certains cristaux ou même les

molécules chimiques, très complexes, de nombreux corps organiques.

Alors, sans doute, les dimensions des molécules dont il s'agit ne

cessent pas de paraître comme infiniment petites à côté de la longueur

d'onde; mais le rayon des régions perturbées peut lui devenir un peu

comparable. Et cela suffit évidemment pour que la résistance de

chaque molécule à l'éther ambiant comprenne, outre les termes ordi-

les rayons lumineux deviemlraienl obli<iués à leurs ondes, sauf sous l'incidence

normale. Alors, par conséquent, la construction d'iluygens et de Fresnel, pour

obtenir la direction de ces rayons par la jonction du centre de l'onde courbe en-

veloppe au point de conlacl de celle-ci avec Fonde plane tangente, cesserait

d'être admissible. Bien plus, la forme des rayons lumineux ne serait plus recU-

ligne;et leur construction exigerait l'intégration d'une certaine équation aux

dérivées partielles du second ordre, sous des conditions initiales que les relations

définies propres à la face d'entrée rattacheraient aux mouvements incidents.

Pour toutes ces questions intéressantes, à peine ébauchées jusqu'ici, on peut

voir, relativement au cas des corps isotropes, les pages 583 à 58; du même Tome 11,

et, pour le cas général d'un corps homogène hétérotrope, c'est-à-dire d'un cristal

opaque non cubique, les n"^7 à 10 du Mémoire, également cité plus haut (p. 3ai),

qui a paru dans le Numéro de mai .90.") du Ihdletin des Sciences malltémaliqucs.
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naires où figurent E", •/]", 'C', i', y]', '('évalués pour le centre de la molé-

cule (abstraction faite de la perturbation ), de minimes parties, propor-

tionnelles aux dérivées en x', y. :; de ^", v]", "C. ou niénie de ^', -^'j 'Ç, et

représentant les légères modifications introduites dans la résistance

par la disparité^ que ces dérivées mesurent, du mouvement de l'étlier

aux limites de la région troublée, ou par le petit désaccord en résultant,

dans les impulsions que subit sur ses diverses faces la molécule.

Ces petits termes, quand des raisons de symétrie ne les annulent pas

pour l'ensemble des molécules de l'élément de volume, expliquent la

polarisation rotatoire ordinaire et la double réfraction elliptique,

comme on voit aux pages /|55 à 47^; ^n et 620 du Tome II souvent

cité ici.

55. 11 ne subsistera même plus rien de nos expressions de la résis-

tance, ni, par suite, des lois ordinaires de la réflexion et de la réfrac-

tion, si la longueur d'onde, se rapetissant dans un rapport énorme,

devient seulement comparable aux dimensions d'une molécule, ou

même plus petite; ce qui est probablement le cas des rayons X ( '

).

(') Voii\ à ce sujel, le n° il bis (p. 90 à 92) du Tome I du même couis de la

Soibonne sur la Théorie analytique de la c/taleur, etc.

Les cinq premiers paragraphes du présent Mémoire ont été résumés dans trois

Notes publiées aux Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences,

t. CLII, 19 et 26 juin 1911, p. 1721 et 1808; t. CLIII, 3 juillet 191 1, p. 1(1.
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Sur les mouvements de Ribaucour décomposables

,

Par m. g. KOENIGS,

Professeur à la Sorbonne,

Examinateur d'admission à l'École Polytechnique.

1. Je me propose de faire connaître ici une propriété des surfaces

quadriques déformées, que j'ai donnée en 189G dans mes leçons au

Collège de France, mais que je n'avais pas jusqu'ici publiée.

La position relative de deux corps solides S et S' dépend, comme

on sait, de six paramètres. Si entre ces six paramètres on établit un

certain nombre de relations, les deux corps S et S' se trouvent gênes

dans leur position relative et constituent alors ce que j'ai appelé un

système binaire. Si l'on suppose que les relations imposées aux six

paramètres soient toutes des équations finies, c'est-à-dire non diffé-

rentielles, et si elles laissent arbitraires / paramètres [ / < (3 ] ,
le sys-

tème binaire est dit avoir la liberté l.

Supposons alors un système binaire de liberté /, et soient S et S

les deux corps solides qui le réalisent. Concevons qu'on puisse trouver

un corps intermédiaire S tel que S et I forment un système binaire

l
'sYI de liberté À < /, et soient «,, «„ • , "). les X paramètres de

position de ce système binaire. Supposons en même temps qne le sys-

tème binaire SY des corps S' et S ait la liberté / - X .-= V et dépende

des paramètres de position p., v, <, dilîérents des X paramètres

précédents. Nous disons, dans ces conditions, que le système binaire

[SS^I est DÉcoMPOSABLE dans les systèmes binaires
|

SS
]

et |Sr|-

Journ. de Math. (6' série), tome Vil. - Kasc. IV, >9ii. 4^
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J'ai introduit celte considération des systèmes binaires décomposables,

il y a longtemps, dans la théorie des mécanismes. Elle y correspond à

des réalités mécaniques à la fois fréquentes et variées.

2. Le théorème que j'ai en vue concerne le cas d'un mouvement de

Ribaucour, ou d'un système binaire de Ribaucour, à deux paramètres,

ou de liberté 2, qui serait décomposable en deux mouvements, ou

systèmes binaires de liberté i.

On sait en quoi consiste un mouvement de Ribaucour. Il s'agit d'un

système binaire
|
SS'[ à deux paramètres, dans lequel une surface [FJ,

solidaire du corps S, roule sur une surface qui lui est applicable [F'],

solidaire du corps S'.

Si l'on appelle O le point de contact des deux surfaces et H leur

plan tangent commun en ce point, tout déplacement infiniment petit

du système binaire équivaut à une rotation autour d'un axe A issu du

point O dans le plan II, c'est-à-dire autour d'une tangente commune
au point O aux deux surfaces.

3. Dans quel cas ce système binaire à deux paramètres est-il décom-

posable ?

S'il l'est, il existe un troisième corps Z tel que les systèmes binaires

I

S Z] , [S'l| dépendent chacun d'un seul paramètre, u pour le pre-

mier, V pour le second (y indépendant de //), en sorte que a, v sont en

définitive les deux paramètres du système binaire | S S
|

.

Si on laisse c constant, le système binaire S' S
|

ne bouge pas, et,

// variant seul, le mouvement du système binaire
|
S Z

[

est l'un des

mouvements du système binaire
|
S S'

[
; c'est dire que le mouvement

I

S ïi
I

admet à chaque instant une rotation tangente. Si donc on consi-

dère les deux surfaces réglées [<I>] et [F,
|
solidaires de Z et de S qui

virent l'une sur l'autre dans le système binaire
|
S S| , ces deux sur-

faces réglées sont applicables et roulent constamment sans glisser

l'une sur l'aulre.

Prenons alors les corps S et S dans une position correspondante à

une valeur u de leur paramètre déposition relative; Taxe A„ de la rota-
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tion tangente aiTérente à cette époque est une droite de raccordement

pour les surfaces [$] et [F,]. Le point O de contact des surfaces déjà

dénommées [FJ et [F'] est un point de cette droite. Si maintenant on

fait varier le paramètre v en laissant fixe le paramètre u, la droite Au

reste fixe sur les surfaces
[<Ï>J

et |F,J et le point O, en variant, ne peut

que décrire la droite A„ dans le corps S. 11 est ainsi prouvé que Taxe A„,

en tant que lieu du point O, est tout entier tracé sur la surface [F],

et que, par suite, la surface [F] contenant tout axe A„, ne peut que

coïncider avec [F,j, que nous n'appellerons plus dès lors que [F].

Supposons, au contraire, que nous considérions le système binaire

I

S'X| dans une position correspondante à une valeur v du paramètre

de ce système. L'axe A,, de la rotation tangente est encore la généra-

trice de raccordement de deux surfaces réglées applicables [$'] et

[F', ] solidaires de 2 et S', qui roulent l'une sur l'autre au cours de ce

mouvement. Nous verrions comme tout à l'heure que [K] doit coïn-

cider avec [FJ que nous n'appellerons plus que [F].

D'autre part, si l'on observe que le point O de contact des surfaces

[F] [F'I, dans la position afférente aux valeurs u, v des paramètres,

doit être commun aux axes A„ et A.., on reconnaît que toute généra-

trice de [$] doit couper toute génératrice de [$'] ;
par suite, [$] et [$'|

sont constitués par les deux systèmes de génératrices rectilignes d'une

même quadrique [Q], solidaire de S.

Les deux surfaces réglées [F] et [F] sont applicables sur cette

quadrique, avec cette circonstance particulière que les génératrices

rectilignes de [F] correspondent aux génératrices d'un premier

système [$] de [Q]; tandis que les génératrices rectilignes de [F'j

correspondent aux génératrices du second système [$'] de [Q]-

4. La solution du problème proposé est donc la suivante : Pour

obtenir le mouvement de Ribaucour décomposable le plus général,

on prend une quadrique [Q] solidaire d'un corps solide -. On consi-

dère un corps S solidaire d'une surface réglée [FJ applicable sur [Q]
de façon que les génératrices rectilignes de [F] correspondent aux

génératrices d'un système [$] de [QJ. On prend ensuite un corps S',

solidaire aussi d'une surface réglée [F'j , également applicable sur [Q],

mais de telle sorte que ses génératrices rectilignes correspondent aux
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génératrices rectilignes du second système [$'] de [QJ. En faisant rouler

indépendamment l'une de l'autre [FJ et [F] sur [Q] on obtiendra

deux corps S et S' réalisant le système de Ribaucour chercbé.

On voit que si l'on considère les axes A„, A,, correspondants aux

valeurs m, c des paramètres de position, le point de rencontre O des

axes A„ et A^ sur [Q] sera aussi le point de contact des surfaces [F] et

[F'] entre elles (').

Comme on saitque la détermination des surfaces telles que [FJ [F']

ne dépend que des quadratures, on peut conclure que des quadratures

suffisent également pour réaliser la représentation analytique du sys-

tème binaire décomposable que nous venons de définir.

(' ) Pour celle délermination, voir G. Darboux, Leçons sur la théorie générale

des surfaces, l. III, p. 298 et suiv.
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Sur le moiwement d'un solide donné dans un fluide

limité par une paroi fixe;

Par m. h. VILLAÏ.

A Monsieur Marcel Brilloiiin.

Hommage de respectueuse admiration.

Janvier 191 1.

Introduction. — J'ai déterminé dans ma Thèse [Sur la résistance

des fluides, première Partie {Annales de l'École Normale supé-

rieure, 191 1, p. 2o3)] l'intégrale générale du mouvement d'un solide

dans un fluide plan limité par une paroi fixe (a) rectiligne indéfinie,

lorsque le fluide, dont la densité est prise pour unité, est supposé avoir

atteint un état irrotationnel permanent par rapport au corps (ce qui

entraîne que le mouvement du solide se fasse parallèlement à la paroi).

On admet en outre, conformément aux vues de Helmholtz, Kirchhofl",

Levi-Cevità, la présence à l'arrière du solide d'un sillage fluide faisant

corps avec lui, et limité par deux lignes de glissement (ou lignes libres")

\, et A,, le long desquelles le fluide en mouvement par rapport au

corps glisse sur la portion fluide adhérant à celui-ci.
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Je rappelle que, dans le plan du mouvement s -~x -+- iy, nous avons

pris comme origine O le point du profil de l'obstacle où le courant se

divise pour venir entourer celui-ci, en suivant tout d'abord les por-

tions GJ, et is., de la paroi, puis les lignes libres X, et X.,. Nous avons

appelé I la vitesse du corps, et nous avons vu qu'il était permis, sans

rien modifier d'essentiel au problème, de supposer le corps immobile,

en donnant au fluide à l'infini la vitesse i (parallèle à la paroi tx).

Ceci rappelé, j'ai démontré que tous les éléments du mouvement

s'exprimaient facilement au moyen d'une certaine variable auxiliaire "C

(sur le plan de laquelle le domaine du plan z, occupé par le fluide mo-

bile par rapport au corps, est représenté sur la demi-couronne circu-

laire qu'indique la figure ci-dessous^ et au moyen d'une fonction ii(^)

de cette variable; cette fonction est assujettie à certaines conditions

(cf. ma Thèse, p. 233) et présente la même généralité qu'une série

de Laurent dont un coefficient sur deux serait arbitraire.

Une fois déterminée cette fonction Q.{— Q-hiT) tous les éléments

du mouvement en résultent; je donne ci-dessous les principaux résul-

tats, renvoyant, pour leur démonstration, au Mémoire détaillé.

Parois tu, et tar, de l'obstacle.

(i) a;=— A.-(e:,— e,) ((?3— e.,)'

=/ cos

-J-
-'

^nr)

Kr»)-^K^)-]Kr)--]^
(2) y --— A-(>3— e,)(e3 — t^j)'

e~T siiit)
fKr-^ P[z:^ P'('^-)

<lc,

K^r.) " "^'Jk^i ~
''J H.ï ')

" "']

ih.
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Elémenl d'arc dune paroi.

355

dw -=

[,p(^-o)-,p(^a)]p'(J<

Résistance de l'obstacle.

(4) p = ^,+ fy?.

:,d„.

d/.

Dans ces formules, p est la fonction elliptique de Weiertrass, aux

périodes 2(o réelle, et 2co' imaginaire pure; et nous avons gardé les

notations habituelles à la Théorie des Fonctions elliptiques ('). Le

rayon intérieur de la demi-couronne sus-indiquée est égal à

(5) q = e "» <i.

Ceci posé, nous avons reconnu que la fonction Q, correspondant à

Fig. i.

Paroi fixe

un obstacle formé de deux lames issues du point O et faisant avec Or

(') l^es notations adoptées dans ce Mémoire sont celles des Ouvrages fonda-

mentaux sur les fonctions elliptiques (notamment Appell et LacOir, Tanxf.ry et

Moi.k). D'autre part, nous espérons qu'aucune confusion n'est possible dans le

texte, entre le point Ç, d'argument rj, et les fonctions elliptiques 3' et Ç.
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les angles û ± a, pouvait s'écrire, en posant

(6) Ç = pe'S

£2^ =3^ A„sh ( /( log—
I
cos/i(T — i^j^nchln log-

j
sin/jor

1 1

avec

. ^a sinrtiTo
"

t: n ih{n log<7)

(cf. ma Thèse, p. sSg); nous avons vu aussi que les constantes a, o, ct,

devaient vérifier la condition

(7) {d—x)(7„-h(ê-ha){T: — <Jo) = o.

Je vais maintenant faire voir que cette fonction QJ est susceptible

de recevoir une forme très condensée, par l'intervention de certaines

fonctions de la Théorie des Fonctions elliptiques.

Expression de la fonction ù'^. — Observons tout d'abord qu'on a

sh(/Hog^7) — -(7"—

Donc, nous pouvons écrire

^2=2;- ' /. " C I M »> «
Il ' I —

/J-" T. n I — q"-"

ce qu'on a évidemment le droit de mettre sous la forme

121 =z > — 0" {rosna -+- i sin lia)
" ^ T. n{i — q-")'

f\C. siii«cr„ (/-"(coswc-

—

(sin/)(7i

T 11(1 — (7'"
)

p"

OU encore, en remarquant les formules, évidentes d'après (G),

. . cos/i(7 — iiin/ia 1

0" ( cos rt (7 + « SI 11 « (7 1 -^ C" ; --• =-:
;

De sorte qu'au fond la fonction 0^ se présente comme une série de

Laurent, convergente dans la couronne circulaire étudiée dans ma
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Thèse (exception faite de deux points "( = c-"^' de la frontière). Ce fait

ne doit d'ailleurs pas étonner, d'après ce qui a été dit dans cette étude.

Pour la transformation que j"ai en vue je m'appuierai, dans ce qui

va suivre, sur l'égalité

, . !iy. v^ sin/(CT„., îa/, i - 'Ze~"''
(9) >, i" - l"g V ,r

T. ^^ Il T. 1 — Çe"«
1

(dans laquelle le logarithme qui figure au second membre est celui qui

s'annule pour (^ = o et qui est valable pour

exception faite des deux points (^ = e"^"» de la frontière).

Cette égalité résulte de la formule

Iog(H- J)=5- ^ -1-^ +...-1- (-i)'-'r- +...
2 ci II

valable pour

exception faite de r = - i (c/. Picard, Analyse, t. II, p. 73). Nous

pouvons donc écrire, dans et sur la circonférence de rayon i, sauf au

point X, = e~'°«,

ri r/i

log

(

I — C e'"» ) = — î: e'"'»— — e'''^o — . . . — ^- e"''»— ....
2 n

Et de même, dans et sur la circonférence, sauf au point 'C^^c'"-,

J-2
rn

logfi — re-''^.)=— Çe-"^.— — e-"<^. — . ..— — e"'"'o—
2 n

D'où, par soustraction et observant l'égalité évidente

e"'"'— e~" "^i= 2 £ sin « (7o,

la formule

log(i — ^e''»)— log(l— Ce-''")= — 2t( Çsin(7(,+ — sin 2 To + ...+ — sin/f ff,,-)-...
j

ou encore

V'-iri/icr,,^ I
,

r — Te""»

.^J // 2 « ^ 1 — ; e"»
I

c'est-à-dire la formule à démontrer (9).

y..(/r« de Math. (6- série), tome VII. — Fasc. IV, .r,ii l?
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Ce préliminaire établi, revenons à l'expression (8) de i2^, et consi-

dérons d'abord la première partie

1

qui est entière en "C. Comme la quantité q est plus petite que l'unité,

on a évidemment

I — </"•

De celte dernière égalité, et des règles de calcul des séries à double

entrée, nous déduisons immédiatement que l'on a. pour |^|'=i, sauf

toujours aux deux points e*"",

V<in II ij„ „ x^ vT' sin/( Tn , „„,
X 7-7?"= 7 7 -q^P"L,'\

ji.d n{\ — q-") ^^ Il '

n n p

ce qu'on a le droit d'ordonner comme il suit :

^/«(I — (/-") Jm^ Il ^mk II
' ^^ Il

^

Mais alors, comme
|

^-'^1,
|
9'''C|, • sont inférieurs à i lorsque

|"C| est<i, la formule (9) ci-dessus démontrée nous donnera

la vT SIM// 3-,, _ 2 3tM 1 • — i e '"»
, 1 — q--,e •

Prenons maintenant la seconde partie do ii',, à savoir

^ a ^•< SI 11 ii<j^ q-^ a ^1 SI 11 11(7

„

T 2éii{\-q-'') l"

D'une façon analogue, nous aurons

^n(i — 7-") Ç" ^^ /'
' '"

n n p

assurément valable dans toute notre couronne circulaire, où |i^| est
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toujours supérieur ou égal à q, et par suite à y% q' ,
etc. Ensuite,

nous ordonnerons le second membre comme il suit

yi sin/i(7o g^" _ y sin/i(7o /(/'-\"

Et comme, d'après ce qu'on vient de dire, y ' 7 ' ^^^- ^'^"'^ ^^"^

plus petits que 1 dans la couronne, l'égalité (9) nous donnera

-f«-f,cty s.nAia„ v--_ ^«yi,^ ^ ^ |o

('-?''") Ç" TC
) ,_i:e,vr. .-'^e'»

7'
1 — -^

log-

1 — -'xr-e "

Réunissant ces résultats, il est maintenant établi qu'on a dans la

couronne

Sous cette forme, on voit immédiatement que, si q devenait nul, la

fonction Q.[ se réduirait à celle que M. T. Levi-Cività a considérée dans

sa théorie du fluide indéfini, et qu'il désigne par w. {cf. son Mémoire

Scie e Leggi di resLstenzc, § 10 et 11). Il est d'ailleurs possible de

faire voir que l'hypothèse q = o entraîne que la paroi a est éloignée à

l'infini {cf. ma Thèse, p. Soq). On devait donc retomber, dans ce cas,

sur le problème étudié par M. Levi-Cività.

La formule à laquelle nous venons de parvenir peut maintenant
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être écrite successivement sous les formes suivantes, toutes évidem-

ment équivalentes :

1 — Ç e'":

Iim log

' (1 — 9-2 Çe''^.)( 1 — 7'!: e''^»)...( 1 — 92/. Çe'<^.)

(-f--)(-f-•)(-?-S
(-f-)(-f

7 " M

2a« I — Ce "'c

l'o = ' og > ,^

H h m lo";

7: ,,, = .,

OU enfin

(I — '/-Çe-'-'n)(, _l.e"T„y..(,-^'PÇe-''„)

(I - 7^Çe''o) ^ _i-e-'%j. . .(, — ^-^/'Ç e'-'.) / . - ^e-'',,"]

1 sr (
,

I — i e"

1 — ï e"o

H ^ Il m los

c'est-à-dire

i-r/MÇe-"^.,-f-
Ke-

'/A^'^^-^ç^J-^'/

I
— 7-'' Ke~"' +

Ce-'".

(i5) 12;=; log jr-; lîillog^i^
lj[.-'/-(Ç--"-^ç^

— r ' T

le symbole n étant celui qui désigne un produit infini.

Or la Théorie des Fonctions elliptiques nous fournit des formules dans

lesquelles interviennent de pareils produits infinis. Retenons pour l'ins-

tant particulièrement celle-ci (c/". Tannkhv et Molk, Form. X\IX) :

(10 ) J tl -= SU) l(

Y{{i-(f-")'-

ni , Tlll
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Nous pourrons identifier les deux trinômes

I — q-pU e-"^.+ '.^
) + 7'^ et (i — 2q-Pcos— + q'-p\

en posant

.. ,vt
I ~« '-rr '

Ç e-"o+ T— =: 2 cos— = e " H -^ •

e «

Une des solutions de cette équation est

ITEM

L'autre solution s'en déduirait en changeant le signe de u, ce qui

ne change rien au rapport—^— \

sin-^« /
2 0) /

De là nous tirons

et ensuite la formule ( i5') rappelée ci-dessus nous donne

(.6) JJ |^,_9v(^Çe-.o + ^—j-j+^V^J

iTinc-^'")^ ^ log^\ 5i?l(-<'«+^j'MD 1

2_

\ 2 21 J

Il suffit de changer le signe de a-„ pour en conclure

(17) fl
I

'
" ''''"

( ^ """+ çi) +
^"l

= — I I ( 1 — y-'' ) ;
—-—7;:; nrrr^ •

sin 1
2_ gï'ît '

\ 1 21 I

Transportant dans lexpression (i5)de 12^, et su[)primant les fac-
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leurs communs, nous obtenons donc

(.8) P..= ifiilogi^lif-^"

•los

./ fo w \ . /log, ao\
3' ^lOgÇ O-o Sin r- H 2T10)(r.

ti) , ^,
C.J \ . / lo^i! (7o

-r-log'H (T., Sin ^
IV. T. I \ 2 J 2

Nous pouvons encore simplifier cette expression. Observons en effet

qu'on a

. /loffÇ (T(,\ /log^N CT„

\ Il 2/ \2<' 2

tang —

^

"V 2/

et, d'après les formules d'Euler,

logÇ \ é^ — e - Ç-— C -

tang

d'où encore

. /'logîT Toi , .. '3',i,c. ,

, , y 2< ^ — _jf

sin —2:^ 2 Ç— 1 — ;lan£: — (r-h 1)

\ 2t 2 / 2

_ ç e - — e _.^ I — % e'"»

Donc il vient, en remplaçant dans (i<S) et supprimant les termes qui

se détruisent,

î' — log: a»

(20) i2J=: log—- -H r logÇH (')•

ï — iogî-l- -!r„

Vcrificalion. — Cette forme est nolabicmcnl pins simple que la

précédente; il est facile de vérifier après coup son exactitude, en

constatant que la fonction de '( ainsi définie satisfait bien à toutes les

(') Comptes rendus de l'Académie des Seiences, 6 février 1911. t. loi.

p. 3o4.
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conditions voulues. Celles qui sont relatives à la continuité sont évi-

demment satisfaites; voyons les conditions aux limites.

Sur la demi-circonférence supérieure |(:| = i, la partie réelle de il'

doit prendre les valeurs

ô — a si o < £ < ffo ,^ ,-,
(? = «")•

O-f-a SI !7o<£<"

Or si nous faisons t = e'' dans l'expression (20), elle devient

/ fjj w \

(21)

-EH 0-u

Ora'f-£--(7j est négatif pour o<£<7„, et positif pour

a„ < £< 7:. De là, en nous rappelant la condition (7), qui peut d'ail-

leurs s'écrire

= o -H «,
71

nous concluons immédiatement que la partie réelle de U est, pour

o<£<7„,

c'dU ~ («7: H = 2a_o — a
TT 7Ï r.

et, pour •7o< c<-,

AU = ^ =0 + a.
7l

On retrouve donc bien les valeurs voulues.

La vérification est un peu moins simple, -pour ce qui concerne la

circonférence de rayon q, sur laquelle i2J doit prendre des valeurs

imaginaires pures. Faisons '( = qt''% et par suite

log; = log7 -t- t£,

ou
7To'

en nous souvenant de la valeur (5) de q. Transportant dans ùl, nous
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obtenons le résultat suivant

ICf.l . \ T. T. ' '\ari'i)(7a
1

TTOOV= ^l^lna.

Or on connaît la formule (c/". Tannery et Molk, Fond, ellipf.. XII)

i{u -h m' } = e'i'" :ifji' -i-^ u.

D'où nous concluons

rf W H c C7o e '^ 3'3-(£ — !7„) S'a - ( £ — (T„ ) ••ïl-ia.
V Tî 71

'
TT TT =

—

=; — X e ^•

\ 77 7Ï/ "TJ-
"' 7Î

et

(22) V=^i^l0-—^^

T.

lOLl I 2Tl'u(7„\ ^aï)W!7(| / 710)'

^,-(£-^0)

Observant maintenant que le quotient —-^ est positif pour
:!'3^(£-t-crj

T.

— T, < £<; r:, nous en déduisons que, sur la circonférence de rayon y,

la partie réelle de iîj, c'est-à-dire de V, est

71 V '^ 1
'^' ^ '

ou bien
aaao l ,

2t , )

résultat nul, si l'on tient compte de la formule classique

t\f>y — r) to --:: —

•

Enfin, on voit de suite que (i^ est réel lorsque t est sur l'axe réel.

Il suffit en effet de remarquer que (en supposant ^> o, pour fixer les
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idées) l'expression

- lo£

ne chan-e pas si Ton change partout i en - i :.cac elle devient,. en

observant que 'i est une fonction impaire,

/ 0) '^

-2^:i^"

La fonction ii;,, dont la partie imaginaire devient en outre infinie

pour 'C = (;-"'', satisfait donc à toutes les coudilions qui lui étaifenl

imposées. -
r

•

r»'

Ces vérificatiofis n'étaient pas inutiles, puisque cette fonction il, va

servir de base à la théorie que nous allons développer dans le Chapitre

suivant. „

Avant d'exposer cette théorie, je veux encore indiquer une tonne

pourO:, équivalente à la forme (20), forme nouvelle qui nous sera'

utile ailleurs ('), et qui se déduit en somme de la précédente, par les

relations qui permettent de passer des fonctions de Weierstrass à

celles de Jacobi et Henni le.

Autre, expression de O;. - Revenons à la formule (i5), et obser-

vons que là' Aéorie des fonctions H nous permet de calculer autre-

ment les produits infinis étudiés ci-dessus. Avec la relation

^
irio' _ E

(23) .y = ^~=e~"^

définissant la liaison qui existe entre les périodes avec lesquelles on

doit construire les nouvelles fonctions, on sait qu'on a {cf. AppELtef

L\coun, Fond. rUipt., p. i'2i)

(•
) Ç/. H. WiLVAT, Sur le moui^enienl discvnlinu d'uiijluida dans un canal ren-

fernmiil un obstacle {Annales de l'École .Vormale supérieure, 1.9^1 -.i pa.'aitre),

Journ. de Malh. (6' série), tome Vil. - l'asc. IV, 191 1. -*
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avec
A = (.-./') (1-7')... (1-7'").,

Par suite, en posant

c'est-à-dire si Ton veut

: C0S2« =3 t €'''•>+ ^ .„ ,

il vient

- r / NT H( — logï-i a^]

De même, en changeant le signe de a„,

~
r \ -,

H — logÇ (7o

\ 2/ 2 /

Donc enfin

(24)

ce qui, d'après la valeur (19) trouvée antérieurement pour le quo-

sin (
^-1

t h—= r ' se retient TT—r: -i sc Tcduit a la forme définitive

sin

. H(-^ioor-i:^.„)

(a5) o.^^ioç. "^ ^" "-•
^

'''^"

ii(-!^io.

Étude du cas où robstacle a une forme donnée.

Cas d'un obstacle pofygonal. — Considérons tout d'abord un

obstacle polygonal, dont les côtés, en nombre N, fassent avec Ox les
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angles 0,, d.,, ..., 6„, respectivement; et soient

les arguments des points de la demi-circonférence |(^| ;= i correspon-

dant dans le plan '(, aux sommets de ce polygone. De sorte que, sur les

arcs successifs (i, e'"'), (e"^', e"^'), ... de cette deuii-circonférence,

la partie réelle de la fonction 0„ particulière correspondant au poly-

gone, devra prendre les valeurs constantes 6,, 82,

Dans ces conditions, j'ai démontré dans ma Thèse (p. ^(f)) qu'on

pouvait écrire ["( = pc"]

(26) V A„ sh
(
n log -

)
cosnij — t'A,, cli f /( los^

les coefficients A„ étant donnés par les relations

A„=
TX/i sh(« loj;7)

[9 sin/iff, -t- 6'2(siiw(a2— sin/ia,) -\-
. . . — 9s sin /(t.n^i].

Il est à peine besoin de faire remarquer que, si le contour polygonal

n'est pas concave vers le courant, la solution que nous développons

n'a pour le moment aucun sens du point de vue hydrodynamique :

car le fluide quitterait le contact avec la paroi dès qu'il atteindrait un

sommet du polygone où ce fait se produirait. Comme le calcul actuel

n'est destiné à nous servir que coi/ime inlermédiaiic parcnwut

analytique, ainsi qu'on s'en rendra compte plus loin, nous n'insis-

terons pas sur ce point, la difficulté qui en résulte devant être levée

a posteriori.



368 H. VILI.AT.

Cette remarque faite, observons qu'on peut évidemment écrire A„

sous la forme

(27) A„:=-
n sh [n li)g'7)

[(5i — §2) siii«c7i+ (5,— Bi) sin/i!7,H-. .

(28) i2o

Or la substitution, dans (26), de la portion

j-f- (5,— 9..) si" «7,,

de A„, fournirait, d'après le Chapitre précédent, une fonction qu'on

pourrait déduire de ilj en y remplaçant 2a par 0^ — 6, et a-„ par a-,.

De celte importante remarque, il résulte qu'en prenant Q,[ par

exemple sous la forme (18), la fonction £2„ correspondant à notre poly-

gone est

los-
1 — Jt'"?i

'(5,-5,)

-0-,
) sin( -^ — —

'(V.--^.^ le ''^v

I — le'^f

'— X . loi; -^iJgfiilog;

'ff'i-.v'jrtvtv'.-n'

I
— rc-'s-,

i{0s-0y^,)
^( — log? (7x-i sm —27- -<

I\n: r. j \ 2« '* '
I

2r(W0-.>_|

Enfin il ne faut pasomcllre de rappeler (jue les constantes t,, ... a".<_,,
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et 0,
f)^ sont liées par la relation

•C^i)
5,7,+ 0,(^,- 7,) + .

.
.+ 5^(7: - 'N-.) = o

(c/". Thèse, p. 2^9 et p. 302).

Nous avons pris pour O: rexpression (18) [légèrement moins simple

que l'expression (20)], pour avoir l'occasion de retrouver a litre de

vérification, dans le courant du calcul qui va suivre, Texpress.on de &

fonction O qui convient à un contour donné, dans le cas du fluide

indéfini, expression que j'ai déjà déterminée directement ailleurs

(c/. Thèse, 2<^ Partie).
.

"Ceci posé, ima-inons que nous partions d'un polygone tel .pie celui

•dont il vient détre parlé, et que nous fassions croître indéfiniment le

nombre des côtés de ce polygone, la longueur de chaque cote tendant

vers zéro, de manière qu'à la limite cette ligne tende vers une courbe

donnée. Dans ces conditions, la suite a, , ^„ . . - , ^,_. ,
tt, des valeurs de a

deviendra une suite continue variant de oà-, et la succession des

valeursO,,e., ..., 0, , de deviendra elle aussi une succession continue,

sauf peut-être à la proue de l'obstacle, qui dans ce qui précède corres-

pondait à 7 -= ^;, = 7o- l^our ""^ P^^
compliquer les notations, nous

continuerons à n'ommer ^ la valeur de ^ correspondant à la proue de

l'obstacle auquel on parvient comme cas limite (bien que l argument

relatif à cette proue ait pu varier pendant la déformation du poly-

gone).

Enfin, nous écriions sous la lorme

(3o)
'I'(^)

la relation qui existe, dans la courbe limite, enlre l'inchnaison de la

tangente en un point (dans le sens du courant) et l'argumenté du

point correspondant sur la circonférence l^ = i dans la représentation

sur demi-couronne. Si le profil de l'obstacle est continu et doue d une

tangente variant d'une façon continue ainsi que la courbure (saut

exception possible à la proue, pour ^ = ^„\ la fonction $(^) sera

continue, sauf pour ^= ^„; pour cette valeur de a, $(.t) tendra vers

$ (a, -o) ou <I>(7„ + o) suivant qu'on arrivera vers (t„ par valeurs

inférieures ou supérieures : ces deux valeurs limites sont du reste

é-ales aux angles que font avec Ox les tangentes en O au profil de
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Tobstacle. Enfin, <t(7) possédera une dérivée pouvant être discontinue

poura = (7„(').

Nous verrons que $ (ct) est la fonction arbitraire dont dépend tout

le problème.

11 résulte de la relation (29) considérée à la limite, que cette fonc-

tion satisfait nêcessairemenl à la condition

(3i)
I

<I)(cr)f/cr=ro,

sur l'établissement de laquelle je n'insiste pas, puisque aussi bien

cette condition a été établie directement dans ma Tbèse (p. 3o2).

Ceci posé, admettons, pour fixer les idées, que notre polygone

variable soit circonscrit à la courbe vers laquelle il tend; alors, cTiO-o, ...

étant toujours les valeurs de n correspondant aux sommets du polygone

dans la représentation sur demi-couronne, (pii convient à ce polygone,

appelons a', , a!,, ... les valeurs de a qui correspondent aux points de

contact dans la représentation qui convient à la courbe continue. De

sorte que, dans la représentation relative au polygone, on a tout le

long de l'arc (''"', ^'""'.m,

Ô/, + , = consl. = <l)((7),),

et par suite

5/,+,-o, = «t(7;,)-<i>(a;, ,).

(' ) Ces lijpolliùses (entre autres la couliniiité de <!' et l'existence de sa dérivée),

qui se rattachent naliireilemenl aux conditions pliysiques du problème traité, ne

sont nullement nécessaires pour la validité des résultats (|ui seront obtenus

plus loin, et notamment de la formule (A) et de la formule (5i). Voir à ce sujet

notre Note Sur le problème de Dirichlet relatif à une couronne circulaire

{Comptes rendus de l'Académie des Sciences, i3 mars i()ii), et le Mémoire

détaillé (fi paraître proc/iuinement).
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De là, cl du fait probable qu'à la limite les trois quantités

G/,^ T^, n'|^_^, deviennent égales, nous concluons que l'expression (28)

de ii„ tend bien probablement vers une limite que nous allons écrire,

et dans laquelle certaines intégrales définies interviennent tout natu-

rellement : ce fait tient à ce que toutes les difïérences 0^^., — 0^ tendent

vers zéro, à part la suivante

dont la limite est

<l>(cro + o) — <I>(3-„— o).

Envisageons donc dans la valeur ( 28) de ii^ le premier terme et les

termes analogues, ne faisant pas intervenir la fonction 5*. Ces termes

groupés donnent vraisemblablement naissance à la limite suivante :

(32) s = i /" V'(7)iog '~^;7 ^^+z f" 'f't^^'og '.'l'r ^^
'•'0 ' •''^ '•-7,+0 ' — ït

-r-^[«I>i>.+ 0)-*(^o-0)] log
'~

-/
.'

,

expression qui a un sens quel que soit '( dans la couronne connue du

planT, et sur les bords. La transformation que je vais en faire n'est

plus valable sur le bord extérieur.

Une intégration par parties permet d'écrire après simplifications

faciles

/ ^ (.7 log —~dr,= «|) (7 log ^-— —
/ <D(<7 --^ -^,d7.

Appliquons cette formule aux deux intervalles O, a-„ — o; 7„ + o, -.

Il vient

/ a>'((7)log. ^ ^/C7

r
o)'"? ^r^ / ^('^) -^

2/v(COStT — s )= «ï>(^„-o)log
, V,.. --/ '^i^) . 'V..., v. ^^,

<I> (C-) log ^—-~ch

.D(^^ + o)log '

__f ./' _ / (D(a)-^iii|
2/-(C0S(7 — Ç)

c/(7.

,
cos!7+ ;-

Transportant dans S et simplifiant, nous avons

c ' r'^ . ,
2'C0S(7— lV-S—-I «I>(C7) -dtj.

r. J I
— 2SCOS0- + ;-



SiTï! H. VIL'.VT.

A cause de la formule Ç-ii), ceci peut s'écrire

c'est-à-dire

(33) S=ri r <I>(C7) Jr^^^ ?7,f/cr.

Ce qui est exaclemeut l'expression de qui convient au cas dufluide

indéfini, comme je l'ai montré ailleurs. Cela devait être, puisq.u'en ne,

conservant dans ù^ que le premier terme, on obtenait la fonction cor-

respondant au fluide indéfini avec un obstacle formé de deu.v segments'

rectilignes (cf. infra, p. 3 39). - j

Prenons maintenant dans (28) les termes que nous avons négligés

jusqu'ici. En posant

ï — log^ T )
sin -+ -

\ir. Tl J \ 21 2/ 2riW3-,

(34) U(c7)=log^- '-'-

J ^- loge H CT sin

il est vraisemblable que la limite de cette somme de termes est

/10-0
a»'(a)U(a)r/7

'^'^T.+ O

U(a)<-/a-i- -[<I»(!7„4-o) — a>(ffo— o)] U(o-„),

expression qui a un sens dans tout Je domaine du plan ç; la transfor-

mation qui suit n'est plus valable sur le bord extérieur.

On peut écrire

(36) r«I»'((T)U(cr)(ya =-[4»((7)U((7)] - ^<I>{(7) U'(ff) ^/cr.

Observons ensuite (juon a

U(o)=o
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et

o' — logÇ — 0) sin —2^ H- -
TT/ N 1

V'TT / V '-' 2 / 2 Tito

u(-) = i°gvir—

—

X . /loge .^ +7F'°g-

Mais (Tannery et Molk, XII)

logÇn- w = 3^^logç— (04-2C.3 =— e '^ 3^ -T-IogÇ— w).

De là immédiatement

U(7l)=l0g-^^+2^1ogÇ=0.

Appliquant alors la relation (3G) aux deux intervalles o, a„ — o;

a„ -t- n, 71, il vient

4>'((7)U(a)c^(7= 4>(<To— o)U(C7o) -
/

4>((7) U'((j)flf(T,

<I»'(a) U{(7)f/(T =— <l>((7(,+ o)U(ff„)— / »l>ia)U'(a)d'(7.

Transportant dans S,, nous avons enfin

(87) S, = / <I>(a)U'{cr)^(7.

Voyons maintenant quelle est la valeur de U'(a). En nous rappe-

lant que ^ = Ta, un calcul facile nous donne

(38) u'(.)--^L^(4iiog?-^.)+?(4iiog^^i^.^]

. /logÇ^
sin —^—

. /logÇ ff\ . /logÇ C7\ ir.--

Journ. de Math. (6- série), lome VII.— Fasc. IV, igii. 49
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Or on a, d'une part (Tannery et Molk, VII; Appell etLACouR, p. oi),

(39) ç(^logÇ-^.) + c(iilogÇ+^a)=..:(4^1ogç)
V'^ ^ / \n: n J \fK J

et d'autre part
. /logt\ 1-;^

Sin —:— = r^,

. /logÇ cr\ . /logC c-\ /logCN i-2rcoscr + Ç2
2 sin —2;

—

I sin —
^ — == cosff — cos —1— —

\ Il 1) \2/ 2/ \ i j — il

De sorte que finalement il vient

,=_ip,„|_;.r(4oi s, = -;/ *(,)(_ ï,î/^i„gî| +

KS'-'O-Hr),

î(l — 2s COS(7 4- Ç-) J7Ï^ i

De là, en transportant dans Î2„ et supprimant la partie commune,

''(£'°^^)
H

:

^- —

—

Ce qui, à cause de la condition (3i), se réduit à

(42) 0(Ç)^^jy(|ilogc)r4.(a)--—

-

Remarquons (ju'en posant

(43) -ff = *, *((7) = q-(.ç),

J
/îT.



(44) iHQ^ifwis) ,}'" ds,
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la formule précédente peut encore s'écrire

-^iogr)-ps

avec la condition

(45) / 1^(-0* = o-

La légitimité du résultat que nous venons d'obtenir est loin d'être

assurée. Cette légitimité résultera de l'étude approfondie que nous

ferons de la fonction Q (r) définie par la formule (42), dans le pro-

chain Chapitre.

Il ne manque pas d'intérêt de remarquer, immédiatement que 1 ap-

plication, sans autre forme de procès, de cette formule (42), au cas

de l'obstacle formé de deux segments rectilignes, nous redonnera bien

pour 12 l'expression Q,\ dont nous étions partis.

Faisons en effet

<I>(ff)=:o — a pour o < T < ffo,

«I)(ff)=ÔH-a pour (To<<'^<'^'

et calculons la fonction correspondante

Q = iî: (i-«) dG

où les constantes a,, a, 0, sont liées par la relation

(46) (5 — 3t)ff„+^,o^-a)('^-'o) = o•

qui n'est autre que la condition (3i). A cause de
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il vient pour l'intégrale indéfinie

P'(ê'0fC

Et par suite

il= -{6-x)

logÇ 0-

L %/ï'°='-r»j J

Le terme de H -?^ 'ogH disparait par suite de (46); on a d'autre part

(TANNERYetMoLK, XII)

-^logÇ H- w
^

:— e
'

logÇ — W

et de la relation (46), on tire

, — a =: ( 71 — !7o )
=^ 2 «

Donc la fonction Q, obtenue se met finalement sous la forme

.. ^
S'I — logÇ4- -<7o

•(^logÇ-^,
\«7r 71

I rf( -r-logç a

+ -zi-log'
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OU encore

On retrouve donc bien la fonction D.I primitive, ce que nous voulions

vérifier.

Les deux formes de la fonc/ion ù. - En résumé, dans ce Cha-

pitre, nous avons obtenu pour Q. la forme

valable dans la couronne circulaire du plan l, sauf sur la frontière exté-

rieure. Cette forme sera, pour les applications, de la dernière impor-

tance. Mais, des formules (Sa), (34), (35), il résulte une autre expression

de O, qui sera valable partout, y compris sur la circonférence \l\ = i,

et qui diins le domaine, sauf sur cette circonférence, sera exactement

équivalente à l'expression (A). Cette forme partout valable est

i2(Ç) = i r «|>'(ff)log '^~'/^,,- af(7- ^[«ï'(cro-ho)-a>(go— o)]log ,__\g,,T,

-[4>(ao-4-o)-*(a„-o)]^log( -^—— ^ X
. /logÇ <.„\ r-Ti^'^'-H

ou bien, après réductions évidentes, et à cause de

. /loge ff\

sin —^.
\ 21 2 /

i-Çe-
Lc/(i9)J.

(') Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 152, p. 3oj.
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il vient

1
°

I
^ -T-'ogÇM C7 1

I I Vî 71 /

'

(Bo) ( ,

t
, \ ? 7Ï TT /

-[a)((T<,+ o)—$(a„-o)]<log—-^ 7r-T~"'»'^77^'^'''''^^l

Ceci peut encore se simplifier, en remarquant régalité

/ (74>'(ff)c?ff = o-$((T) — / «"(cr) rfcr

qui nous donne, en tenant compte de la discontinuité pour a = a-„,

r (7«I>'(a)a'(7 = tr„[<ï»((7„— o)— $(ffo+o)]-t-7:*(7:)— r «I»(o-)r/c7,

c'est-à-dire

(47) r 74»'(!7)^a = !T„[*(CT.,— o) -<I)((7„H-o)]-t-T:*(-)

à cause de la condition (3i).

Remplaçant dans (B„) el simplifiant, il vient

— los-, -t- -o\

(I?)
^

.
^(^logÇ--a„)

+ -[«l»(ffoH-o)-*(!7„-o)] log——

+ [^,ogÇ + .]4.(^).
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Etude de la fonction 1^(0-

Il s'agit actuellement de vérifier que les formules obtenues dans le

précédent Chapitre sont légitimes, et, à cet effet, de faire voir que la

fonction 0('() définie par les relations (A.) ou (B) satisfait bien dans

la couronne à toutes les conditions voulues par la théorie. Voici le

détail de ces conditions (cf. ma Thèse, p. 233) :

1° La fonction Q, doit être réelle si le point '( est sur l'axe réel;

2° Elle doit prendre des valeurs conjuguées en deux points "C con-

jugués;

3° Elle doit être imaginaire pure pour |'C| = q ;

4" Ea partie réelle de i2 doit prendre sur la demi-circonférence

supérieure \'C\ = i (ï, = é^) la succession de valeurs ~ 'ïK^) (c'est

la condition imposée par l'analyse du Chapitre précédent). Sur la demi-

circonférence inférieure, prend natureliement les mômes valeurs

que sur la demi-circonférence supérieure aux points conjugués;

5° Sur la circonférence |'C| = i, la partie imaginaire i'T de Q doit

être continue, sauf pour "( = ';•*"• où T doit être infini. T doit être nul

pour ç =^ ± I
;

6" La fonction i2( C) doit être une fonction continue de "C dans tout

le domaine constitué par la couronne circulaire de rayons extrêmes q
et I, limites comprises, exception faite des deux points '( = è^"'" de la

frontière extérieure.

Les premières tout au moins de ces conditions se vérifient ici sans

peine.

Q est réelle sur l'axe réel. — Prenons sous sa forme (A)

,l'(J;log?}-p(--^

et supposons '( réel et positif, pour fixer les idées : alors, le point Z
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étant dans la couronne, on a

et, par suite,

log^r <logÇ<0.
c'est-à-dire

donc — losrî^ varie dans ces conditions, entre co' et o, en restant ima-

ginaire pure. On sait qu'alors {cf. Appell et Lacour, p. 70)

pi-^ log'^j est réel (entre e^ et — 00), et j)'(-^log(^j est purement

imaginaire. Donc il est réelle.

ù prend des valeurs conjuguées en deux points ^ conjugués. —
Cela encore est à peu près évident : on peut en efifet écrire, en dési-

gnant par F une certaine fonction, que je n'explicite pas,

"<<)='>'fë'°«)4"(^'°°')]-

Prenons alors pour X, deux points conjugués, que nous pourrons écrire

?=P^"' ,- -
logÇ =logp + icr,

. d ou
r, = pe-" logÇ,— logp — zcr.

Alors il viendra '

£2(Ç)=«y(^logp-^%)F[p(^!ogp + ^.)|,

i2(Ci) ='P'(;^logp- ^cr)F j-'(^logp— %j ,

c'est-à-dire, en observant que p est une fonction paire, et p' une fonc-

tion impaire,

i2(Ç.)— 'y(-^logp-H^a)F[f.(-;^logp-^^a)J.

Sous cette forme, on voit que Q.{'C^) se déduit de Q (s) en changeant

i en — i; ces deux expressions sont donc bien imaginaires conjuguées.

On a un calcul analogue en prenant Q. sous la forme (B).
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ii est imaginaire pure pour \'Ç\ — q. — Partons toujours de la

même expression (A) et faisons

? = '/''"•

\q — e /,.

et par suite

Dans ces conditions, la quantité p( ^logU deviendra (Appell et

L\couR, p. 402)

et elle sera réelle; de la même manière, on aura

quantité qui sera aussi réelle; l'équation (A) montre alors bien que ii

est imaginaire pure.

Valeurs de la partie réelle de O sur la circonférence \C\= i. —

Prenons cette fois û sous sa forme (B), puisque nous sommes sur la

frontière extérieure, et faisons

Ç =«'•=;

il vient de suite

>(e'^)=-/ $'(ff)log— -da

\7: Tt /

(48) l '[r-'-vV
-[$(ffo+o) -*(ffo— o)]log- —

I lu (0 \

/ourn. de Math. (6' série), loine VII. - Kasc. IV, lyii. 5o
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Pour fixer les idées, plaçons-nous sur la portion supérieure de la

circonférence, et plus précisément supposons

O < c < (7„,

de sorte que
/ fjj W \ / OJ (jJ \

di-S (7o<0, s'— £4 C7o>0,

et que la portion imaoinaire de loer ——^ —- sera o pour a com-
S- -£ -h-'J

pris entre o et £, et i-rz pour a compris entre £ et ti.

Dans ces conditions, la partie réelle de £2 (e'^) sera évidemment

- / 4&'(ff) ((;;) c/a -t- -[4>(ff„H- o) —<I)((7o— o)] («-) + *(7r).

Mais

/' «I>'(ff)^(T = [«I»(cr)]?"-»-t- [a>((7)]5^^„=*(7l)-<I>(CTo+o)+*((7o-o)-<I>(£).

Donc, en remplaçant, la partie réelle en question devient

— 4»(7r) + <I>((7o-i- o) - <&(ffo— o)

-H «ï»(£) — [«l)(ff„+ o) — <I>(ao—o)] + <1»(7:) = «!)(£).

Démonstration analogue pour a„<< £<;-.

La partie réelle de la fonction 12 construite reprend donc sur la

demi-circonférence supérieure \X,\ = i les valeurs <I> (s) voulues.

Les valeurs prises par cette partie réelle sur la demi-circonférence

inférieure, sont les mêmes que sur la portion supérieure, puisque £2

prend des valeurs conjuguées en deux points conjugués.

Valeurs de la partie imaginaire iT ^ de il, sur la circonférence

r(| = 1 . — Nous appellerons iT la partie imaginaire de O, en général,

et i'V, la valeur qu'elle prend en un point "( -- e'^ de la circonférence

de rayon i. Nous savons que nous pouvons nous borner à considérer

la demi-circonférence supérieure.

L'expression (4^) écrite ci-dessus nous donnait la valeur de il sur
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cette circonférence; nous en extrayons immédiatement la partie ima-

ginaire, à savoir

T,: ^j"'<b'(,)lo-.

(49)

-c 7

-h -[^{rro^ o)-${(7„— û)]log

rf<7

— £ (7o )

7l t: / —^ c*(7:).

Le second membre a toujours un sens, tant que £ n'est pas égal à — 7„,

c'est-à-dire tant que Z ne coïncide pas avec un des deux points exclus :

pour a == £, la quantité à intégrer se comporte en efl'et comme
log |a- — £|, dont l'intégrale reste finie, comme on sait.

On peut simplifier l'expression précédente en utilisant la formule

r<I»'((7)log
/ Cl) to

^/(7=[<6(ff) — <I)(£)]l0f
I fj) D

-/[<I.(7)-4.(£)]^l0?

dans laquelle on a introduit la différence $(o-^ — $(£) pour que la

partie tout intégrée reste finie pour -7 = £. On peut donc écrire

r <5'((T)l0g du

= [<I>((7o— O) — «Î>(£)]l0g

— £ ffn

, Ou) 0)

1
[4)((7)-«^(7)]^log

3" -£ -^
I
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et

1 4>'(7)log

/
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Remplaçant dans T,, il vient enfin, après réductions faciles,

(5,) T.= -^y"[«l.(a)-a.(s)]^log
-e (

Q
./^^?^,4,(,).

Sur l'expression initiale (49) de T, on aperçoit immédiatement que

cette fonction devient infinie (négative) pour £ = ± a,. Sur la der-

nière expression (5 1) nous constatons sans aucune peine que T, est

nulle pour £ = o et pour £ = -, c'est-à-dire pour X,= ± i (points où

la vitesse é^' du fluide doit être égale à i).

On a de suite T, = o, pour £ = o.

Pour £ = iî, T, se réduit à

•r;=-l_C[*(„-4,.)]ii

Mais la formule (5o) donne

log da ^(r.)

dr;

et par suite

d [ 2Y)(JJ \

r,^''-^\{y{'^)da-^\{r.)dÀ-^::^<b{T.),

ce qui est nul à cause de la condition {^>^i).

Sur la circonférence |!^| = i, sauf pour £ = ± a^, T, est une fonc-

tion continue de t. — Je vais maintenant faire voir que T, est une

fonction continue de t, les valeurs t — ±G„ étant toujours exceptées.

Prenons T, sous sa première forme (49)) et laissons de côté la partie

intégrée, qui est manifestement continue dans les conditions qu'on

vient de dire. Tout revient évidemment à faire voir que la fonction

/ «I»'(C7)l0g

M-£ (

\t. t.

lu, Cl»

M -£ -(- -(
V- 71

da
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est une fonction continue de £; ou encore, que la différence

W ÛJ

i=r $'(c7)iog 4^^—^rfff— r 4)'(!7)iog-p

—

-

(52)
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<.m AM log-AM +2AM

et de même

/ logs' -(c — '7)\<b'{G)da

Et l'on a des inégalités analogues, en mettant M, à la place de M (c, à

la place de i)

En conséquence, si, étant donné un nombre y arbitrairement petit,

nous choisissons h fixe satisfaisant à l'inégalité

an { 2 // loir ^^ A + 4 A < y

(ce qu'on peut faire, puisque le premier membre tend vers zéro

avec h), nous aurons (les arcs AM, MB, AM,, M,B étant tous au

plus égaux à 2 h)
|J|<4y.

Reste à considérer dans I les deux intégrales

I
a.'(a)iog dG,

{£ + (7)

/ <l>'(ff) log-^^^^^ rda.
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soient moindres que -T^^i en appelant OFl' le module maximum de

$'((t) sur la demi-circonférence.

|£ — £,| étant ainsi choisi, les deux intégrales ci-dessus auront leur

module plus petit que -^T^' -^J-jz ~> c'est-à-dire plus petit que y.

Donc, |î— C|| étant choisi comme on vient de dire, nous aurons

l'inégalité

MK67.

Ce qui démontre la continuité annoncée.

Le raisonnement précédent, avec une modification insignifiante,

s'applique encore lorsque le point e'^' coïncide avec l'un des points

( = ±1.

Continuité de la fonction Î2.

Nous arrivons maintenant au point le plus essentiel, qui est démon-

trer la continuité de notre fonction ù, dans tout le domaine constitué

par la couronne circulaire, limites comprises, exception faite des deux

points "Ç = e-'"'.

Cette continuité est facile à mettre en évidence tant qu'on se place

en un point Z, non situé sur la frontière extérieure |!1| = i. On peut en

effet prendre i2 sous la forme (A); puis il vient

i2(Ç)-î2(?,)

d<7.

Or on peut montrer sans peine qu'on peut choisir (w — si] assez

petit pour que le module du coefficient de $(o-), sous le signe / . soit

plus petit qu'un nombre positif y arbitrairement petit, et cela (piel

que soit <j dans l'intervalle o, r.. Appelant alors Jî,le module maximum

de $(<3') dans cet intervalle, il vient

I
.Q(Ç) _ i2(Ç,) |< ^ .JCTTy -^ ^ Xy.
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Comme le second membre peut être choisi aussi petit qu'on veut, la

continuité est bien démontrée au point 'C,.

Nous voyons donc que est continu partout, sauf peut-être sur la

circonférence de rayon i

.

La démonstration est loin d'être aussi facile sur la frontière exté-

rieure de la couronne. Maisnousallonspouvoirdémontrer le théorème

suivant :

Si le point l lend vers un point 'C, de la circonférence extérieure,

autre que l'un des deux points exclus e=^"«, en suivant un chemin

intérieur à la couronne, et qui n'arrive pas au point'C, tangentieltc-

menl à cette circonférence limite, — dans ces conditions, ii('C) tend

vers Û("C, ).

Nous partirons cette fois de la forme (B) de Û. Laissant de côté une

portion visiblement continue, sauf aux deux points exclus, nous sommes

de suite ramenés à montrer la continuité de la fonction

(53) li(n=/" *'(ff)log

logî;-
'

f/cr

— l0gÇ+ -!

OU bien à faire voir que, si l, = t>-. est un point de la frontière exté-

rieure (i, :^ ± a„) et si J; = pe" tend vers "(, comme on l'a dit, la difté-

rence

(5^) J,= U(0-U(Ç,)=J^ <D'(^)lof

- — logÇ,—

:

^loa-rn— (7

tend vers zéro.

Nous supposerons d'abord -(,^±1, et nous pouvons nous borner

au cas où Ç, est sur la demi-circonférence supérieure (o< £, <tî).

Autour du point r. isolons un arc AB sur la circonférence, ayant ce

point pour milieu; soit ih la longueur de cet arc; et appelons J,„et J'

les deux parties de l'intégrale J, correspondant à l'arc AB et a la

partie restante de la demi-circonférence.

On verra facilement, comme dans ma Thèse (deuxième 1 arUe,

p. 278), que, si h est fixé, et la valeur qu'il faut lui donner résultera

Journ. de Math. (6- série), tome VII. - Fasc, IV, i;»i'-
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de ce qui va suivre, on peut choisir |(^ — ^| |
assez petit pour qu'on ait

U'Ky,

Y désignant un nombre positif choisi d'avance aussi petit qu'on veut.

Il n'y a donc en réalité à s'occuper que de i^^ ; nous ferons voir qu'on

peut fixer la valeur de h de manière que IJ^^g] soit aussi petit qu'on

veut.

En observant que les valeurs de t aux extrémités de l'arc AB sont

£, — /* et e, + h, une intégration par parties nous donne immédia-

tement

(55) Jab =
I s' — logC ff î' — loi;?, -H -

I <l)(ff) — <!>(£,) log—

^

)

I 3' — logÇ, ff î'— logÇ+-;
|_ \in 71 / \nt 71

r

Nous étudierons séparément la partie intégrée et la partie restante.

Partie intégrée. — Cette partie est, en explicitant,

[a»(£, + /l -«t £,)]log-[- ^-|—
cr 7- loge, --(£,4-/0 tf T-logî +-(£, + /0[m 7t

) (
i7r 7t I

S' -^ loge _ £,_/i) rflogÇ, + £,_/,)
1^. i^^/^ii "T TT )(«7r 7t (

.[a»(£, + /0-'l.(£,)Jlog-L^ -^- L.

I
tTl 7t

) (
(71 t;

)
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Je la sépare en deux moitiés :

o'^iogr +- -(£. + /')

-[<!>(£,- /0-<î>(£>)]log
ïi^i loge 4- -(£,-/')

«,= [g.(e.+ /0-<D(s.)]log
'J ;^

-

.ji:i,ogç_^(s,-/oj

_^ci>(e.-/o-g.(..)]iog
^'J ^;

——

.

:? — logï, (£i
— '0 ;

dont la première sera visiblement de module inférieur à y, si Ton

prend A<//,, A, étant un nombre que l'on peut déterminer; car,

lorsque h est petit, les quantités qui interviennent sous le signe log ne

s'annulent pas.

Considérons donc la seconde moitié, pour laquelle il n'en est plus

ainsi.

Appelons OK, un nombre positif supérieur à la valeur absolue du

quotient
*^''^^~ ^'''^ lorsque le point e'" se déplace sur un arc entou-

rant le point e-'', et auquel l'arc AB soit assujetti à rester intérieur.

Puis remarquons que

^Jiilocr^ _^(£,-(-A)i = 3'f- -/«^ est réel el diflère peu de —^f>-
\in '^

T. \ \ r. J

ci'|ii|og>:,— -(£, — /?) ^ =
3'

f- a) est réel et diffère peu de -/i,

-.^iilog-— -(£,-+-/,) diflèrepeude ^ logÇ— - (e, + /i).

^j^logr-^(c,-/o} diflèrepeude 4^ logÇ - ^ (£, - A),

tout ceci résultant de ce que, pour u petit, Cu diffère peu de u. Plus
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précisément, on pourra déterminer un nombre h.^ tel que, pour /K^ih^,

on ait les inégalités

<î"^
<

;ilL

,

^logç_:-(ï, + /o

-h
T.

log-

:logÇ--(£,-/0
<

(dont les deux premières ne sont d'ailleurs pas distinctes), et cela

(juel que soit '( au voisinage de Ç,, à condition que '( soit sul'fisamment

voisin de u,. En effet, les inégalités ci-dessus seront assurées, dès que

l'argument de chaque fonction o* sera suffisamment petit; et il en sera

ainsi, par exemple, de

•logç- .(£,-(- /i) = —log t; /(,m ti T.

;!0gÇ --(£, + /!)

dès que log— et // seront assez petits.

Il résulte de ce qu'on vient de dire, qu'en négligeant une expression

dont le module est inférieur à 4 3K.|/' X r^ — ^^à, on peut remplacer

la quantité a^ par la suivante :

«;= [«P(H, + /,)-a)(£,)]iog

dont le module sera inférieur à

-^logÇ-£,-

— logÇ (£, à)

h

x': = i)]i,h — h
+ D\IJ,

— £,+ /<

Si nous prenons d'abord la partie imaginaire du logarithme de

chaque quotient, nous voyons immédiatement que la portion corres-
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pondante de < est en module inférieure à ;)TL./i X 4"
;
de sorte qu'en

choisissant h < /«.,, avec 7^3 satisfaisant à

la portion en question de <, sera plus petite que y en valeur absolue.

Prenons ensuite la partie réelle des logarithmes ci-dessus; ce qui en

provient a pour expression

ilogÇ — £i— /'

ou(î: = ?e'0

lo2 nu , /(

rlog?

7i
' A h'

Or lAlogAI est aussi petit que l'on veut, pour h assez faible. Cette

remarque rappelée, assujettissons "C à être assez voisin de .. pour qu on

ait les inégalités
^^

Alors les deux radicaux

^(r^i;Zwô^T(>^ et ^(s-c-,4-Ar+(logpr

seront certainement compris entre

\/(")'H^

h ^ j V^io
c'est-à-dire entre - et /«

-—

Si donc on détermine un nombre A, fixe satisfaisant à l'inégalité

et par suite à

|A,log^l<:^.

|/„log/H|<^.
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il en résultera dans ces conditions

Donc finalement, la partie intégrée de J^b, si l'on choisit h plus

petit que le plus petit des nombres /*,, A,, //j, A,, est en module plus

petite que

6 y -t- 4 y/'

ou, si Ton préfère, que

loy.

Elle est donc aussi petite que l'on veut.

Partie non intégrée de J^jg. — Reprenons maintenant la partie non

intégrée dans la formule (55). A cause des formules {cf. Tannery et

MOLK, YII)

= 2? T-iogU +
J3'

-r-logÇ

ç(-,ogÇ,_-,) + ç(^,ogÇ,+ ^.)

loge.

= 2ÇU-logÇ, +
'og?i — P -<^

l'expression à étudier prend la forme

/^"-"[<I»(a)-1)(£,)]

xL[,(fjogc)-c(^.ogC.)]

J p(^l"gc)-r(.--) p(^logÇ.)-p(^
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J'en exlrais de suite la quanlilé

,^p""[,p(^)_a.(.-,)][ï(^iogr)-r(4^iogï,jJrf^,

dont le module sera plus petit que 7 pour /* assez petit, comme cela

est évident. Et il reste à s'occuper d'une expression que je dési-

gnerai par A, et qu'on peut écrire

V.,..

'^

|p(^HO-r(^)j;.(^..«^.)-p(i')i

La quantité entre crochets au numérateur s'annule pour! = Z,. Soit

orC le module maximum de

({7.

lorsque le point e" est quelconque sur un petit arc auquel AB reste

inférieur, et que l est voisin de s,.

Les deux facteurs du dénominateur s'annulent si l'on y remplace !

ou V, par e'". Désignons par 3rJ' et 3K.'" des nombres positifs plus petits

respectivement que les quantités

— logÇ — -(7

HS'°'"'v-K^
-:— loge, '.

«71 71

au voisinage du point Z, = e">.

Le choix de ces deux nombres est pos^ible, car les deux quantités

ci-dessus diffèrent peu de jy(^^£,)'
dont la valeur n'est sûrement pas

nulle, puisque £, n'est pas égal à -.

Dans ces conditions, le module de l'intégrale A à étudier sera infé-
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TT 3K.,DTJ f
(0 'dXKf'dXC I

(«^— '.)(?

L K^-")'"
d'7.

<7)

Faisons enfin une dernière transformation : soit dl- un nombre

positif inférieur au module du rapport

\0"Z — /C7

au voisinage de la région considérée ; le choix de 31, est encore possible,

Fig. 8.

car le rapport envisagé diffère peu de e~'^'. Alors l'intégrale de tout à

l'heure aura sa valeur absolue plus petite que

\d<j.

Or supposons maintenant que le point X, tende vers le point ^, en

suivant un chemin rectiligne; comme on a (\oir/ïg. 8)

MM,
"MF

pour C donné, on aura le maximum de ce rapport lors(jue le point P
sera situé en Q, à l'intersection de la circonférence avec le rayon qui

passe en M. En appelant maintenant M' le point de rencontre de MM,
avec la tangente en Q au cercle, il est évident qu'on a

MM, MM, M\r
lîF "^lîg "^ MQ

y désignant l'angle de la figure.

sin
7_
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Si alors nous avons eu soin de restreindre suffisamment l'arc AB

entourant M,, de telle sorte que quand M décrit le segment MM,,

l'angle y ait un minimum 7' non nul (il suffira pour cela que sur Tare

AB il n'y ait aucune tangente parallèle à MM,), dans ces conditions

nous aurons constamment

MM, 1

MF sin-/'

et, par suite,
,7: 311, OK' I ,

' 1^ (,) ,m"3rc"Jb un y'

Donc \a\ sera inférieur à y, si nous prenons /* pluspetitque

w01I"01L"'i)b siny'y

De tout ceci résulte qu'alors le module de la partie non intégrée

de J^B sera inférieur à 27.

En conséquence on aura finalement

lJAB|<'2y,

et J;^„ sera aussi petit qu'on voudra.

En se rappelant ce que nous avions dit au début, de J', nous en

concluons la continuité de U('C), c'est-à-dire celle de Ù{Z) dans les

conditions annoncées.

Cas où "C,
=± I . - Les raisonnements précédents ne s'appliquent

pas intégralement si le point C. de la frontière extérieure, vers lequel

tend le point Z, est l'un des deux points r, =± i .
Elucidons, pour (ixer

les idées, le cas où l'on aurait

?! = +'•

Prenant toujours Q sous sa forme (B), et négligeant une partie visi-

blement continue au point (=-+- I, tout revient à montrer, en ce point,

la continuité de la fonction

G(t)=f 'ï''(a)iog \i ;;
.
^^

•^0 î'I - logÇ -H - crj

Journ. de Math, (li- série), tome Vil. - Fasc. IV, .c,i..
-^^
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ou bien à faire voir que la différence

(57) L.=:G(Ç)-G(i)= / a>'(a)los ^^^ '^ '-da

\r. iT. ^ )

tend vers zéro avec |'C
—

1 1; je ferai cette démonstration en supposant

que 'C tend vers i en restant sur l'axe réel.

Sur la demi-circonférence j'isolerai un arc M,B de longueur //,

ayant pour origine le point i, et j'appellerai Lj, „ et L' les deux por-

F'g- 9-

lions de L, relatives à ce petit arc, et au reste de la demi-circonférence.

Une fois h fixé comme nous allons le faire dans un instant, rien ne

sera plus facile que de choisir {"C
—

1| assez petit pour que |L'| soit infé-

rieur à tout nombre y donné d'avance aussi petit qu'on veut. Le seul

point délicat est de faire voir qu'on peut rendre

^„,„= / <I)'(c7)log —^- "^ ( d<j

^ a ^logÇ

plus petit que tout nombre donné, par un choix convenable de li.

Or, dans cette dernière intégrale, log^ étant par hypothèse réel

lorsque 'C, réel tend vers i , la quantité

-;^iogi

-CT+ — logC
\7i ir. /

est imagmaire pure, puisque a* ( -t — — log-, ) et a"! -t -i- ^ logi, )

sont deux imaginaires conjuguées, et que le module de leur quotient
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est par suite l'unité. Et comme le module du lof,'arilliiTie ci-dessus ne

dépasse certainement pas 4", il en résulte qu'en appelant ix un nombre
positif supérieur aux valeurs absolues de <I>' (t) au voisinage de a- = o,

on a l'inégalité

I
Lm,b| < 47:^1/',

et par suite on peut choisir h de manière que |L^b| soit inférieur à y-

Dans ces conditions, on aura, moyennant ce qui a été dit au début,

|L|<2y

et la continuité sera assurée.

Enfin, en utilisant ce fait, qu'on a démontré que sur la circonférence

|'C| = I , T et par suite ù (Ç) étaient continus, sauf toujours aux deux

points exclus e*"^", on conclura sans peine par un raisonnement élé-

mentaire, que, quel que soit le chemin suivi par le point Ç tendant vers

un point '(, de la circonférence autre que e"^'"», i2(s) tendra vers la

valeur ii(r,).

La continuité de la fonction O ('() est donc complètement démontrée

dans tout le domaine, limites comprises, à l'exclusion des deux

points t'^"'°.

Conclusion. — La fonction ii(Oi définie par les formules (A) ou

(B), eslla fonclion la plus générale permettant de résoudre le pro-

blème du mouvement d'un solide dans un lluide limité par une paroi

fixe; c'est, si l'on veut, l'intégrale générale de ce problème. L'arbi-

traire dont la question dépend est ici représentée par la fonction <Ï*(t)

qui n'est assujettie qu'à vérifier la condition (3i)

r <P(<7)d'J=ZO.

Une fois $(a) choisi, la forme de l'obstacle, et tous les éléments du

mouvement en résultent. On peut former du reste l'équation inté-

grale que doit vérifier <I>(a) si l'on se donne le profil de Tobslacle.

Mais la résolution de cette équation n'est pas absolument nécessaire

pour résoudre pratiquement le problème avec un obstacle do forme

donnée.

En effet, notre fonction arbitraire O (a) possède avec la forme de
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l'obslacle un lien étroit et évident. Car, si ct varie de o à -n, le point 'C

déci'it le profil de l'obstacle dans le sensPoOP, (cf. ma Thèse, p. 2i6).

L'allure de $(a-), qui le long de ce profil est égal à l'angle de la tan-

gente au profil avec l'axe des x^ est donc parfaitement connue.

Donc, le profil étant supposé donné, nous pourrons immédiatement

déterminer les propriétés caractéristiques de la fonction $(a') particu-

lière qui lui correspond. Celte fonction particulière appartiendra à

une certaine classe de fonctions correspondant toutes à ces profils de

même allure; et l'on pourra sans peine trouver dans cette classe une

fonction particulière fournissant un obstacle aussi voisin (juo l'on vou-

dra, d'un obstacle exactement donné d'avance.

Sur Véqiiaiion intégrale correspondant à un profil donné. —
L'équation intégrale dont il vient d'être question est facile à former.

En effet, le rayon de courbure en un point de la paroi, corres-

pondant à C = e" est donné par l'équation {cf. ma Thèse, p. 226,

éq. 36)

cm

(r)]Wï'

Kr.)--]K^)-]Kr)
- d@

Or, rappelons-nous que, sur le profil (le point C étant sui' la circon-

férence |'C| = i), on a

et, d'autre part, que T, y est fourni par l'équation (5i)

T,: >(£)-a>(ff)j-^ios ,U+'^a<i^{'7),

OÙ j'ai interverti i et 7 pour avoir l'expression de T, convenant an

point C ^ ("''.

Cela étant, si la courbe (jui constitue le profil de lobslacle est déter-
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minée (ce que ron a le droit de supposer) par la relation

K = R(0)

qui lie le rayon de courbure à l'angle 0, nous voyons que la fonction

$(7) devra satisfaire à la relation suivante :

\ R[<l»(cr)]<î''(cr)e

qu'il ne paraît pas possible de résoudre complètement par les moyens

dont dispose actuellement l'analyse.

Application au problème du mouvement d'un solide

de forme donnée.

On peut former de multiples exemples, où les intégrations puissent

être poussées jusqu'au bout, dans lesquels on se donne à l'avance

la forme de l'obstacle placé dans le fluide, et où l'on détermine

tous les éléments du mouvement correspondant. Remarquons du reste

que la possibilité d'efl'ectuer en termes finis les intégrations n'est nul-

lement indispensable pour la pratique : c'est seulement une com-

modité.

La principale question, dans le problème ainsi posé, consiste à déter-

miner la fonction i2(!:) qui correspond à l'obstacle donné. A cet effet,

il est essentiel de remarquer qu'il n'y aura pas en général besoin de

recourir «MX rfc«x' formules (A) et (B) qui donnaient £2(0 dans le

cas général. Car, si, partant de la forme (A) (nous choisissons d'abord

évidemment la plus simple), nous obtenons pourO(r) après l'inlé-

gration, une expression en termes finis représentant une fonction

continue de C dans tout le domaine constitué par lU couronne circulaire

que l'on sait (sauf bien entendu pour 'Ç^e^'"-), cette fonction 12(0

sera valable aussi bien sur les bords qu'à l'intérieur de ce domaine, à
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cause de la continuité que l'on a démontrée en général relativement à

la fonction ù, jusqu'aux limites du domaine en question.

Ceci nous dispensera, dans la pratique, d'avoir recours à la for-

mule (B), évidemment moins maniable que la formule (A).

Cette remarque faite, pour donner ici au moins un exemple, consi-

dérons un obstacle ayant la forme indiquée par le dessin ci-dessous, et

proposons-nous de résoudre le problème pour ce profil. Les tangentes

en O aux deux branches font par hypothèse avec Ox deux angles

opposés, dont la valeur absolue est quelconque.

Exemple. — En prenant la fonction 0('() sous la forme

Il \m
P[j^^''-'^)-P'

avec la condition

(45') f W(s)ds^o (*=^^^)^

si l'on se rappelle que le point z décrit la partie P^O du contour

Fig. 10.

paro, f,.e

lorsque a varie de o à o-„, et la partie Ol*, lorsque a varie de c:„ à -, on

voit qu'on doit prendre pour W(s) une fonction constamment négative

et croissante dans l'inlervalle o, -t„; conslainnient positive et crois-
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santé dans rinlervalle '::^

^„, w; en outre, en valeur absolue, la fonction

Wis) ne doit pas dépasser^; et les deux valeurs T(^^cr„-oj et

W (-ag-ho) doivent être opposées.

Toutes ces conditions seront satisfaites si nous prenons, P étant une

constante,

^,= -, o<P<7-

1 ll-(.?)= P-£^ si 0<.î<|,

(59)
^""^^

I

T(5) =— >F(w — s) si ^<.ç<oj.

II suffit évidemment de vérifier que la fonction W(s), dont la valeur

initiale pour s = o est - 2P, va constamment en croissant jusqu'à

5= -• ce qui revient à dire que son carré Z décroît constamment. Or,
2' ^

posons
^ , ,

- (psf {psf

Si s croît de o à -, ps décroît de + ce à ^,4- \e, - <'. s ^', — r-,, et

a = - croît de o à —L
, ;

je vais alors faire voir que ^
' ps e, ^\'e,~e,\,'e,— e,

reste négatif dans cet intervalle, où Ton a

et par suite

1^ =z - 4[ Se.e.e^ f^'-- p ;
e,{e,_ +- e,) + e,(e,+ e, ) + e3(e, + e,)',]

OU

rfp.

Les deuv racines du trinôme entre crochets, zéro et la racine non

nulle Shl£i±l^, sont, d'après le théorème de RoUc, comprises dans les
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intervalles
I II I

e, e, ' «2 Ci

D'après cela, je distinguerai deux cas :

1° e.,<^o. — Alors la seconde racine _^„ sera négative

(^ip2^3>o)i et il est clair que j- reste négative dans l'intervalle

considéré pour a.
e, -Hv/ei — gj \/e,— e,

2° Bn'^o. — Alors le produit c,('.,C3 est négatif, et u. commençant

par être entre les racines du trinôme, y^ est d'abord négatif. Il ne

pourrait changer de signe dans rintervalle o, =^

—

con-
e,+ \e, — e,\'et— e,

sidéré, que si la racine positive de -7- tombait dans cet intervalle; or

ceci exigerait l'inégalité

e\-h e\-i- el <

évidemment équivalente à

e, (e] -h el -h e'I -h o €-263) -i- {e'\ + e'i -^- el) \/e, — e., \'e, — e3< o.

Mais, en se souvenant que

e, 4- C2+ ej= o,

on peut écrire

e j -i- e^ + e^ + 3 e, P3= 2 ej + Cj 63= 2 e j — Cj ( e,— Cj

)

= (c,— e^) {2 ei + e.) — {et — Ci) (e, — 63) > o.

L'inégalité ci-dessus est donc impossible, puisque son premier membre

est essentiellement positif, et -r-^ reste négatif dans l'intervalle consi-

déré, comme dans le premier cas.

Si e., = 0,-7^ est bien nétiatif d'une façon é\ ideiile, dans l'intervalle.

Le choix de la fonction ^V(.s) correspond donc bien à la forme de

profil donné.
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Y a-t-il besoin de dire que noire fonction ^r(-^) vtirifie d'elle-même

la condition (45').

Ceci posé, abordons le calcul de il.

Calcul de Cl. — Nous poserons, pour abréger momentanément

l'écriture,

et nous écrirons

En posant .y = w — 6:' dans la seconde intégrale, et supprimant ensuite

l'accent, il vient sans peine

D'ailleurs on a (Tannery et Molk, VU)

p(f,) — .ç)=:j3(w + -v) = e, H —
pS — Li

D'où, après réductions faciles,

{p-f — c,Y — {c, — e-i) (Cl— e:,)
^^

(r — ps) ]{r — et) {p.s — e^) — {c'i — e.,) (e, — e,)
\

(P<— gi)'— (ei— ei)(ei— gj)

Or en posant

ds.

)
(ps — ei) — (Cl— e^) {e^— e^)'.

ps = X,

il vient

/ V2 ('• — X)[('' — «^Ol^^ — gi) — (Cl — CsXe,— «3)]

Journ. de Math. (6' série), loine VII. — Fasc. IV, lyii. 3
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Puis le changement de variable tout indiqué

donne

U =

'—'J
^^^'-r)[

(Y-— e,)'— {e,— ei){ei — e:i)

Y'-e,-
(e,— e2)(e, — ej)

d\'.

On vérifie maintenant facilement l'identité suivante

{\'-e,y—(e,~e,){e,~e3)

f^(Y^-/)|^Y'-e,-
(Pi—e,) (6,-^3)'

An 11'.. 2

Y^ ^ F^7- "^ ~ (e,-f,)(e,-7ô
'

'"— «1
7.

dans laquelle les coefficients ont les valeurs

. _ e?— (g|— P>)(e|— 63)

I
,

(e, — e,) (ei — c,)
'!

h-^

—

7^.—

j

(e,— e,)(ei— 63)

Ur=-

r (c,— e2)(ei — e3)-He,(/- — e,)

et par suite il vient en passant aux primitives :

.1, >!!. . Y — v/7

7Vi-^Y v

:log

-\/er
(e,— es)(e, — 63)

V ' - <^. V ' — «-1

Pour .? = o, on a évidonunent Y = oc. Pour .9= -> on a

X — jj .^ = e, -t- v't', — ej v/f'i — ''3.
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et par suite

Et par suite, en remplaçant dans U les coefficients par leurs valeurs

écrites ci-dessus :

(60) £2(0=— P' 7-logÇ
71 \IT.

[
/•[(f, — e.) (e, - e,) -h e,(/- — c, )] v'ei + v'(''i — e,) (t-, — ej)

I
,

V^e|-h\/(e| — es)(ei— t-a) — \^

r^ Ve,-)- v'iei— ej)(e, — ea) -t-v/r

(f'i — e,) (<?, — e,)

\/r — e^\{e,— e,) {d— e,) 4- e, (r — e, )]-

X log

y/e-, 4- s/lei
— e2)(e,— fj) + t/ ^',

dans laquelle on n'oubliera pas que / = j) f^log'C

(e, — e3)(e| — «3)

]

Vérification. — Il est facile de s'assurer que la partie réelle de la

fonction Q. qu'on vient d'écrire reprend bien, sur la circonférence

\'C\ = I, les valeurs primitivement données. Faisons en effet

S = «'-,

et supposons par exemple o<£<^- Alors r deviendra ,p(^^î)
et

variera entre +^ et e, -I- v(<-'i
— e.,){e^ — e^).

Dans ces conditions : r— e, restera positif,

(e,— e,)(<?i— es) + <-,(/ — e,)

également, et

(e, — e2)(e, — «3)

variera de <\ à r, + vC'i — «.,) (c, - e,). Donc dans il un seul loga-
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rilhme aura une partie imaginaire non nulle, à savoir celui qui inter-

vient dans le second terme du crochet. Par suite, la partie réelle de

sera

— P

P

bm i^m
ce qui est bien celle qu'on devait trouver a priori.

La fonction Q, ((^) étant maintenant explicitée, il suffira de la trans-

porter dans les formules (i), (2), (4) rappelées au début de ce

Mémoire, pour en déduire les équations de la paroi, et la valeur de la

résistance correspondante.

Nous n'insisterons pas davantage sur cet exemple, ni sur les mul-

tiples autres qu'il serait facile de former. On aperçoit notamment que

ùÇC) pourra s'exprimer en termes finis, lorsque la fonction ^'(s) sera

de la forme
W{s) = ! fonction quelconque de (ps)

j
x p'.i.

Dans un autre Mémoire [Sur le mouvement discontinu d'unjluide

dans un canal renfermant un obstacle (^Annales de l'Ecole Normale

supérieure, igii)] j'indique de nouvelles applications de la fonc-

tion i^('C) étudiée en détail dans le Mémoire actuel. J'indiquerai éga-

lement, ailleurs, comment il faut modifier les calculs exposés ci-dessus

lorsque le fluide est limité par une paroi fixe (fi) donnée non forcé-

ment rectiligne, cette généralisation étant rendue possible par la

résolution simple que j'ai fait connaître (Comptes rendus de l'Aca-

dénne des Sciences, t. l.>2, p. G80) du problème de Dirichlet dans

une couronne circulaire.
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Sur le nombre des solutions de la cons^ruence

|a,-4| = AmodM;

P.4K M. Camille JORDAN.

Soient A, M deux entiers quelconques;
| «,< 1 un déterminant à

/i colonnes, dont les n- éléments a^ soient des entiers modM.
Proposons-nous de calculer le nombre SI, (n. A, M) des solutions de

la congruence

(i)
I
aa

I

i^ A modM.

Si M = M' M", M' et M" étant premiers entre eux, les nombres a^, A
seront déterminés mod M si l'on connaît leurs restes a'-/., A' par

rapport à M' et leurs restes a|^, A" par rapport à M"; et la con-

gruence (i) équivaudra au système des deux suivantes :

I

a'/^.
I

^s A' mod M',
|
à'/^.

\
^ A'' mod M".

On aura donc

Ob(/i, A, M)=: DL^n, A', M') Ob(rt, A", M').

Le problème est ainsi ramené au cas où M est une puissance d'un

nombre premier.

Soit donc M = p^, et supposons d'abord A :" o mod^i^. Il sera de

la forme cp^, X étant un entier nul ou positif, mais <^u.; c un entier

positif moindre que p^~^ et premier k p.

Soit |a,7;.
I

l'un des3Ii(«, cp^, p^) déterminants cherchés (jui satisfont

à la congruence

( 2 )
I

a,4
I

i^ cp^- mod pV-,

Soient p'' la plus haute puissance de p (jui divise tous les éléments
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de sa première ligne ; ...
;
/?'" la plus haute puissance de p qui divise

tous les déterminants formés avec les éléments de ses m premières

lignes ; on aura évidemment

(3) o =
>,, =).....=>.„_, = )i et }>„=>..

Désignons par

le nombre des solutions qui correspondent à un système déterminé

de valeurs des exposants caracAèrlstiqucs A,. . . ., X„_,, X; on aura

la sommation s'étendant à tous les systèmes de valeurs de ces expo-

sants qui satisfont aux relations (3).

Considérons une des [«, X,, . . ., X„^,, cj?\^ a] solutions à énuniérer.

Les éléments a^^ de la première ligne y seront de la forme r^tj»'',

les r^^ étant <Cp^'~^' et n'étant pas tous divisibles paryo; ceux des

lignes suivantes, en nombre /i(n — i), peuvent être mis sous la forme

y,A étant <^ p'' et ;•,* <C/''^''- Les premiers termes peuvent être sup-

primés sans que le déterminant change de valeur mod p^-; ils sont éga-

lement sans influence sur la valeur des exposants X,, . . ., X„ ,, A. Cela

fait, la congruencc (2), divisée par />', deviendra

(4)
I

''i7,
I

^^ cp'~'t mocl/)l^^'i,

et, dans ce nouveau déterminant, les exposants caractéristiques seront

tous diminués de X,.

Réciproquement, chaque solution de ('() donnera /_>"""' solutions

de (2) correspondant aux diverses valeurs possibles des (jj^. Nous

obtenons ainsi une première formule de réduction

(5) [«,>,, >.2, ,..J.„-„r//, fjL]

Reste à énumérer celles des solutions de la cougrucnce (/() corres-

pondant à la série d'exposants o, Xo — X,, . . ., A - X,. Dans chacune

d'elles, l'un au moins des éléments /•,/,. de la première ligne n'est pas

divisible par p. Considérons en particulier celles où le premier des
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|
= A mod M

.
/(H

éléments non divisibles par/) est r,«. Nous désignerons leur nombre

par N,, et nous les grouperons en systèmes, en réunissant ensemble

celles qui se déduis^ent de l'une d'elles par les opérations suivantes

(lesquelles ne changent évidemment ni la valeur du déterminant, ni

les constantes a, o, 7^2— ^n • •; ^ — /^i) •

1° Multiplication de la première ligne par / et de la deuxième par

Z-' modp^ '•, l étant l'un des /j"^-'.-' (p— i ) nombres premiers à p

et <pi^ ^•,

2° Addition, à l'une quelconque des a — i premières colonnes, de la

a"™ colonne, multipliée par un des p^'^r^ multiples de p moindres

quepi^ '•;

3" Addition, à l'une des /i — a colonnes suivantes, de la a'™' colonne,

multipliée par un nombre quelconque < p^'- '''\

4° Addition à l'une quelconque des n - i lignes du déterminant,

autre que la première, de celle-ci, multipliée par un nombre quel-

conque moindre que p^"'''.

Chaque système ainsi formé contiendra

solutions évidemment distinctes, parmi lesquelles une solution rediulc,

dans laquelle r,„ est égal à i, les autres éléments de la première ligne

étant nuls, ainsi que ceux de la a"""' colonne. Dans cette solution ré-

duite, le déterminant sera le produit de l'unité par un détermhiant

d'ordre n— i, ayant évidemment pour exposants caractéristiques

A., — A,, ...,X-A,. Le nombre des réduites distinctes sera celui

des déterminants A de ce genre qui sont congrus à c/-^- mod /#^'',

soit [«-I, A,-A,, ..., X-X,, c/-'', t^-X,]. Chacune d'elles

représentant un système de pi^-^»'^"" " (p - solutions, on aura

et en faisant la sommation par rapport à a,

[ « , o, ).j — X„ ...,"/. — >.,. C/^'^., F - "'!
]

=y Na= yo'i^-'''"-"-"-" (/-<"—') [" — 1, >-- >^i, ••. '^ — K cp^- h].
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Substituons cette valeur dans la formule (5); celle-ci devient

(6) [«, 7i, ...,l, cp\ p.] = (p" - i) p(2«-')i/.n«('.-i)-(2«-ni>,-«

X [/t — I, ).3— >,, }.„_, — ).,, cp'-'-', iJ.
— >.,].

Par l'application réitérée de cette formule de réduction, on ramè-

nera de même le calcul de

[/( — I, li—li, . .,>.„-_, — >-n cp''''<. /^ — Ài]

à celui de
[/( — 2, 1, X2, .... X„_,— 1.2, Cp^^'-', fi l-i],

et enfin à celui de

[i, r/y*->»-., p — ),„_,]

qui est évidemment égal à l'unité, car la congruence

a ^ cj?~''n-, niod p\^-^'-<

n'a qu'une solution.

Le résultat final sera évidemment de la forme

[/;, ?.,, L, .... >,, qy-, ,J,] = (/,"_, )(/,«-!_ l)...(^-!_,)y,P,

p étant une fonction linéaire de [j., A,,..., A„_| qu'il est aisé de cal-

culer.

Le terme constant dans cette fonction sera

— n — (/« — l)— ... — 2zz;I ^ .

Le coefficient de [j. sera

Celui de A, proviendra exclusivement des deux premières réduc-

tions : il est égal à

«(/l — 1) — (2/t — l) — [(« — i)(« — 2) - (2« — 3)] — {2/i — 3)=:— I.

Ceux de 'k.,, ..., A„^ s'en déduiraient en changeant n en /« — 1

,

n — -2, Ils sont donc aussi égaux à — i.

l'.nfin X„_, n'apparaît que dans la dernière réduction avec le coeffi-

cient

?.(2 — 1) — (2.2 — l):=r— I.
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On aura donc

= 1 !^ +(«-— I) a — (X, + >., + ... + ).„_,)
' 2

et, par suite,

(7) ^)X,(n.cp',p\') = {p'^—t)...{p'--i)p" '
"

!/>-'>,->-+-^>—)

la sommation s'étendant à tous les systèmes de valeurs de A,,...,

X„_, qui satisfont aux inégalités

Ce résultat est indépendant de c, comme il était aisé de le prévoir.

Il resterait à calculer la somme

V^-(),,+...+).„_.).

Si X est nul, À,, . . ., A„_| le seront également, et la somme se réduit

à un seul terme, égal à l'unité.

Si >.= I, un certain nombre des quantités A,, ... pourront être

nulles, les suivantes étant égales à i . Si Z est le nombre de ces der-

nières, on aura un terme égal à /?"'; la somme cherchée sera donc

p '—

'

Si A est plus grand que i la somme contiendra un nombre considé-

rable de termes, dont beaucoup seront semblables. Mais on peut la

transformer comme il suit :

Débarrassons-nous d'abord des puissances négatives de p en

posant
/,,= /. — ^1 /„_, = ). — «„_,.

Il viendra
y „-().,+...V/„^,) _- „-(n-l)). Sp3.,':...^3.„_,

avec les conditions

Or, si nous désignons par m un entier quelconque, on aura

' pin— I

Journ. de Math, (li* série), lome VU. — Fasc. IV, ii|ii. >54
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en posant pour abréger

P"' j ~ '

Cm= —^
' "m=

On aura de même

Multiplions la formule (8) par ^«+- +«*-• et sommons par rapport

à a^. Il viendra

L'application répétée de cette formule de réduction donnera succes-

sivement

=: c,c, i/>«.+-+'°'"-. H- c, flf,i/?='.+-+«..-.

On arrivera finalement à une somme de 2"~' termes dont chacun

sera de la forme

/ étant l'un des entiers o, i, ...,X — i et B un produit de // — i fac-

teurs des espèces c et d, et jouissant des propriétés suivantes :

Chaque facteur d„, (s'il n'est pas le dernier) est suivi dans B par

l'un des deux facteurs c^ ou rf, ; et chaque facteur c,„ (s'il n'est pas le

dernier) est suivi de r„,+
, ou de d,n+^.

Si le dernier facteur de B est un rf, / sera nul, et B sera un produit

de facteurs successifs ayant chacun l'une des formes suivantes :

(9) d^, (c^d.,), (c,f2C?3), ....

Soient A,, A:,, X^, ... les nombres de facteurs de ces diverses sortes;

on aura

( I o) /? — I — A
I -I- r>, /-„ -h 3 /-.T -f- . . .

.

D'ailleurs, en permutant ces facteurs, on obtiendra 7—r,—t}—r

—

termes semblables, dont chacun sera égal à

'i'\'{ c-, d, )'.( c, c, d, )'••.... = (_, )*.-.-/,,-.... E
*,+ 3A,

(^ _,)/.•.+*.+... (p>_,)*
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L'ensemble des termes de la somme où / = o sera donc la somme
V(V— 11,

V (_ , u.,+*,-....
(»-')' P

étendue à toutes les valeurs de /, , /i\,, ... qui satisfont à la condi-

tion (lo). Cette somme est une fonction de /< — i, que nous désigne-

rons par S" ,.

Considérons maintenant un terme Bp" où / soit difTérent de zéro.

Les / derniers facteurs de B seront nécessairement c, c.^. . . q.

Les n — i — l facteurs précédents pourront être groupés en facteurs

des formes (9). La somme S', __ ,
des coefficients des termes en p'' sera

donc
/7+1.

Les coefficients S',_, étant ainsi définis, on aura

/= /!-!

1=

Nous avons dans tout ce qui précède cherché à déterminer le

nombre 3b(/î, A, p^') des solutions de la congruence

I

a,^.
I

^E A mod [j^,

en supposant que A = cp^ est différent de zéro.

Si A était nul, la méthode que nous avons suivie exigerait quelques

modifications, pour tenir compte des solutions dans lesquelles tous les

coefficients de la première ligne seraient nuls soit dans le déterminant

primitif, soit dans l'un des déterminants successifs d'ordre n — i,

n — 2, ... auxquels conduit la méthode de réduction. (Ces solutions

n'existent pas si le déterminant n'est pas nul.)

Au lieu de reprendre les calculs, il est plus simple de déterminer le

nombre x(«, o,p^) par différence, en remarquant que le nombre total

des hypothèses possibles sur les valeurs des éléments a,^ étant p"''^,

on doit avoir
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d'où

(il) X (//, o, /#) =/j"'I' —V X(«. cp'-, /#),

OÙ c parcourt la suite des p^'^~'(p — i) nombres premiers à ^ et

moindres que p^'^i et X la suite des nombres o, i , . .
. , [7.

— i

.

La sommation par rapport à c est immédiate, car nous avons vu

que M, (h, cp^, p^) est indépendant de c. On aura donc

c,/, l

Substituant dans (i i) et remplaçant X (n, cp' ,p^) par sa valeur (7)

il vient

.x(/i, o, pv) -^p"'Ax~- (/y- 1) . ..(p- i)p ^:s/>-(>'.---v,+» |,

la sommation étant étendue à toutes les valeurs de X, , . . ., A qui satis-

font aux relations

o^)vi~...~Xiî;p. — I.

Cette somme, dont la forme est toute semblable à celle de la somme
2^-(>,+ ..+x„ ,1

,'.tu(ji^e plus haut, est susceptible de la même transfor-

mation.
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